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vRE´SUME´
Dans ce projet, nous de´veloppons une me´thode de calcul pre´cise et rapide pour les
e´coulements a` surface libre et une me´thode des sensibilite´s lagrangiennes adapte´es a` ce type
d’e´coulements. Les e´coulements a` surface libre sont tre`s courants dans la nature et dans les
applications industrielles. Leur compre´hension est indispensable pour le design de structures
offshore par exemple. Cependant, leur simulation nume´rique reste difficile car la ge´ome´trie du
domaine fluide est une inconnue du proble`me. De nombreuses techniques ont e´te´ de´veloppe´es
mais les calculs prenant en compte toutes les caracte´ristiques de l’e´coulement, comme la vis-
cosite´, la re´partition horizontale des vitesses et de la pression deviennent souvent trop couˆteux
pour atteindre une pre´cision suffisante. Dans ces conditions, la me´thode des sensibilite´s est un
outil tre`s inte´ressant car elle permet de calculer les de´rive´es de l’e´coulement par rapport aux
parame`tres de design. Les sensibilite´s peuvent donc eˆtre utilise´es pour calculer rapidement
le gradient de fonctions objectifs requis par la plupart des algorithmes d’optimisation, pour
identifier les parame`tres cle´ d’un syste`me ou encore pour faire une analyse d’incertitude.
L’e´coulement est calcule´ graˆce a` une formulation arbitrairement lagrangienne-eule´rienne
des e´quations de Navier-Stokes. Le domaine de calcul suit donc la forme de la surface libre,
ce qui permet de connaˆıtre sa ge´ome´trie avec pre´cision. Le maillage est de´forme´ graˆce a` une
approche pseudo-solide. Des sche´mas temporels de Runge-Kutta d’ordre e´leve´ permettent
d’ame´liorer la pre´cision des calculs. Pour la discre´tisation spatiale, on utilise la me´thode des
e´le´ments finis avec des e´le´ments de Taylor-Hood ou des e´le´ments P1-P1 avec une stabilisa-
tion de type SUPG/PSPG pour pouvoir faire des calculs a` haut Reynolds sans oscillations
nume´riques. Afin de satisfaire la loi de conservation ge´ome´trique et donc conserver l’ordre de
pre´cision temporel sur maillage de´formable, la formulation variationnelle du proble`me doit
eˆtre conservative et le calcul des vitesses de maille doit eˆtre consistant avec le sche´ma tem-
porel choisi. Les sensibilite´s sont calcule´es graˆce a` un point de vue lagrangien. On calcule donc
les de´rive´es totales des variables par rapport au parame`tre, c’est a` dire que l’on tient compte
de la de´pendance du domaine fluide par rapport au parame`tre. Les conditions limites sont
alors simples, meˆme si la frontie`re subit des de´formations. Les e´quations des sensibilite´s sont
obtenues en de´rivant la formulation faible de l’e´coulement. Pour la re´solution, les me´thodes
nume´riques sont les meˆmes que pour l’e´coulement.
La me´thode est ensuite ve´rifie´e graˆce a` la me´thode des solutions manufacture´es. On
ve´rifie alors, pour chaque sche´ma temporel et pour chaque type d’e´le´ments, que l’ordre de
convergence observe´ est bien conforme avec l’ordre the´orique de la me´thode. On montre
ainsi que les termes de stabilisation n’empeˆchent pas la satisfaction de la loi de conservation
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ge´ome´trique et que les sensibilite´s pre´sentent le meˆme taux de convergence que l’e´coulement.
Les sche´mas de Runge-Kutta d’ordre 3 ou 5 permettent d’atteindre une meilleure pre´cision
temporelle avec 100 fois moins de pas de temps que le sche´ma d’Euler implicite, ce qui permet
de re´duire significativement le couˆt des calculs.
On pre´sente ensuite plusieurs applications en vue de valider la me´thode et d’explorer
son champ d’application. On obtient tout d’abord des re´sultats en accord avec 7 autres
e´tudes pour un calcul de ballotement dans un re´servoir. On e´tudie ensuite la propagation
d’une onde solitaire dans un canal. La couche limite au fond provoque un amortissement de
l’amplitude de l’onde en accord avec des mode`les analytiques. Notre me´thode permet aussi
de simuler la se´paration de l’onde lorsque la hauteur de fond varie. Nous testons ensuite la
ge´ne´ration de houle dans un bassin graˆce a` un batteur a` piston. On montre alors que la
me´thode supporte des de´formations importantes de la surface libre, meˆme si on ne peut pas
simuler de de´ferlement. De plus, les caracte´ristiques de la houle ge´ne´re´e sont en accord avec
la the´orie et des mesures expe´rimentales. Enfin, on pre´sente un cas d’interaction entre la
houle et un cylindre immerge´. Les efforts obtenus sur le cylindre sont proches des mesures
expe´rimentales. On montre en plus que le calcul complet de la surface libre est indispensable
pour obtenir toutes les harmoniques des efforts. Les sensibilite´s par rapport a` la position
et au rayon du cylindre sont utilise´es pour extrapoler les efforts et l’e´coulement sur des
configurations voisines. Les principales caracte´ristiques de l’e´coulement perturbe´ sont alors




In this project, we develop a methodology for rapid and accurate free-surface flow simulation
and a Lagrangian sensitivity equation method suited to this type of flow. Free-surface flows
are very common in nature and in industrial applications. Their understanding is essential
for example, for the design of offshore structures. However, their numerical simulation is
difficult because the geometry of the fluid domain is part of the problem. Many techniques
have been developed but the simulations taking into account all the characteristics of the flow,
such as viscosity, the horizontal distribution of velocity and pressure are costly to achieve
sufficient accuracy. Thus, the sensitivity equation method is a very interesting tool because it
computes the derivatives of the flow with respect to design parameters. Sensitivities provide
quick evaluation of gradients of objective functions required by most optimization algorithms
and a better understanding of the flow by answering “what if?” questions.
The flow is calculated using an arbitrary Lagrangian-Eulerian formulation of the Navier-
Stokes equations. The computational domain follows the shape of the free surface. Hence,
its geometry is exactly known. The mesh is deformed with a pseudo-solid approach. We use
high order Runge-Kutta schemes for time integration and the finite element method with
Taylor-Hood or P1-P1 elements for the spatial discretization. Special attention must be paid
to the variational formulation of the Navier-Stokes equations and to the computation of the
mesh velocity to satisfy the Geometric Conservation Law (GCL). The GCL ensures that the
fixed mesh order of accuracy of the time integrator is preserved on moving meshes. We use
SUPG/PSPG stabilization with P1-P1 elements to compute high Reynolds numbers simula-
tion and to ensure that no numerical oscillations occur. Sensitivities are calculated using a
Lagrangian point of view. Total derivatives of the variables with respect to the parameter
are computed, ie we take into account the dependence of the fluid domain with respect to the
parameter. This method leads to simple and exact boundary conditions on moving domain.
The sensitivity equations are obtained by differentiating the weak formulation of the flow.
Similar numerical methods are used for the flow and for the sensitivities.
The method is then verified with the method of manufactured solutions. We check that
for each temporal scheme and for each type of element, the observed convergence rate is
consistent with the theoretical one. It is shown that the stabilization terms do not prevent
the satisfaction of the geometric conservation law. Moreover the sensibilities have the same
convergence rate as the flow. The 3rd and 5th order accurate Runge-Kutta schemes achieve
better temporal accuracy with 100 times larger time steps than the implicit Euler scheme,
which significantly reduces the computation cost.
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Several applications are presented to validate the method and explore its scope. First,
our results are in agreement with 7 other studies for sloshing waves. Then we study the
propagation of a solitary wave in a channel. The bottom boundary layer causes a damping
of the wave amplitude in agreement with analytical models. Our method can also simulate
the separation of the wave over uneven bottom. We test wave generation in a pool using
a piston-type wave maker. We show that the method can suffer significant deformation of
the free surface, even if it cannot simulate breaking waves. Furthermore, the characteristics
of generated waves are consistent with theoretical results and experimental measurements.
Finally, we study interactions between incident waves and a submerged cylinder. The pre-
diction of the forces on the cylinder is close to experimental measurements. We show that
the complete calculation of the free surface is necessary to calculate all the harmonics of the
effort. We compute the sensitivities with respect to the position and the radius of the cylin-
der. Extrapolation of the forces and flow on nearby configurations reproduces accurately
the characteristics of the perturbed flow. The computation of the sensitivity is therefore
validated and is well suited to this type of flow.
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1INTRODUCTION
Une surface libre est une interface entre un liquide et un gaz. Le mouvement du gaz a
alors peu ou pas d’influence sur le mouvement du fluide. Les surfaces libres sont de taille
et de nature tre`s varie´es. Il peut s’agir de la surface d’oce´ans, de lacs ou de canaux, de la
surface d’un liquide dans un contenant, ou encore de goutelettes. Elles sont donc nombreuses
et interviennent dans beaucoup de cas pratiques notamment dans le domaine du transport
maritime, pour la conception des coques de bateaux, pour les constructions offshore ou flot-
tantes ou pour l’extraction d’e´nergie de la houle. Elles peuvent mettre en jeu des phe´nome`nes
physiques complexes. De multiples e´tudes expe´rimentales ont e´te´ re´alise´es a` leur sujet mais
elles restent couˆteuses. Les mode`les nume´riques permettent d’obtenir des re´sultats de plus en
plus re´alistes, mais impliquent souvent de faire des hypothe`ses simplificatrices (fluide parfait,
e´coulement irrotationnel, e´coulement moyenne´ sur la hauteur d’eau) ou alors ils deviennent
couˆteux. Ceci rend les e´tudes parame´triques complique´es lors du design d’objets en interac-
tion avec des surfaces libres. C’est pourquoi dans ce contexte, les sensibilite´s deviennent tre`s
inte´ressantes. Les sensibilite´s sont les de´rive´es de l’e´coulement par rapport aux parame`tres
de de´finition du proble`me. Ce parame`tre peut de´finir la forme de l’objet ou sa position, il
peut aussi s’agir d’une proprie´te´ du fluide ou de l’e´coulement comme la viscosite´, le nom-
bre de Reynolds, l’amplitude d’une vague incidente, etc.. Les sensibilite´s permettent ainsi de
calculer rapidement le gradient des fonctions de sorties qui peut ensuite eˆtre utilise´ par un
algorithme d’optimisation. Elles facilitent aussi la compre´hension des phe´nome`nes physiques
mis en jeu en quantifiant l’influence des parame`tres de de´finition du proble`me. Ainsi, en un
seul calcul, elles remplacent de nombreuses simulations sur des configurations perturbe´es.
Cependant, peu de me´thodes efficaces ont e´te´ de´veloppe´es pour le calcul des sensibilite´s des
e´coulements a` surface libre car les parame`tres affectent la forme du domaine. La forme de la
surface libre e´tant une inconnue de l’e´coulement, la me´thode de calcul des sensibilite´s doit
eˆtre adapte´e a` celle du calcul de l’e´coulement.
Dans ce projet, nous nous proposons de combiner une me´thode de calcul performante
pour l’analyse de l’e´coulement avec surface libre avec une analyse de sensibilite´. Nous ferons
donc tout d’abord une revue de litte´rature pour balayer les me´thodes utilise´es et les mode`les
correspondant pour le calcul de surface libre. Nous verrons ensuite quels sont les enjeux
apporte´s par la pre´sence de la surface libre pour le calcul des sensibilite´s et les diffe´rentes
me´thodes possibles. Graˆce a` cette e´tude, nous pourrons justifier notre choix d’une description
arbitrairement lagrangienne-eule´rienne pour l’e´coulement couple´e avec la me´thode des sensi-
bilite´s lagrangiennes. Dans le chapitre suivant, nous de´crirons de manie`re de´taille´e la me´thode
2employe´e pour le calcul de la surface et ses enjeux nume´riques. Puis nous de´taillerons les
e´quations correspondantes pour les sensibilite´s. L’imple´mentation des e´quations sera alors
ve´rifie´e graˆce a` une e´tude de convergence spatiale et temporelle. Le dernier chapitre portera
sur diffe´rentes applications en vue d’e´valuer les performances de la me´thode sur des cas pra-




1.1 Surface libre : de´finition
Une surface libre est une interface entre deux milieux. On conside`re un syste`me constitue´
des 2 milieux diffe´rents (1) et (2) occupant chacun les parties Ω1 et Ω2 de l’espace Ω et








Figure 1.1 Domaine avec deux milieux
surface libre si le milieu (2) n’a pas d’influence sur le milieu (1), c’est-a`-dire, si du point de
vue du milieu (1), le milieu (2) peut eˆtre conside´re´ comme du vide. La densite´ et la viscosite´
du milieu (2) doivent donc eˆtre ne´gligeables par rapport a` celle du milieu (1) donc ρ2 ≪ ρ1
et µ2 ≪ µ1.
1.1.1 Quelques proprie´te´s des interfaces
La tension superficielle
Toute interface porte une e´nergie proportionnelle a` sa surface. Le coefficient de propor-
tionnalite´ positif s’appelle la tension superficielle et s’exprime en N/m ou en J/m2. Ainsi
toute interface aura tendance a` minimiser sa surface afin d’abaisser son e´nergie, c’est pourquoi
4les bulles de savon sont sphe´riques. Pour une interface entre de l’air et de l’eau, la tension
superficielle vaut 72mN/m. Elle est a` prendre en conside´ration pour l’ e´tude des gouttelettes,
notamment pour l’e´clatement de bulle, une e´tude nume´rique est par exemple pre´sente´e par
Duchemin (2001). Il montre notamment comment les e´chelles de temps peuvent eˆtre varie´es
dans l’e´tude de tels phe´nome`nes. La capillarite´ est aussi responsable de la formation de
me´nisques et de nombreuses instabilite´s comme l’instabilite´ de Plateau-Rayleigh. Au pas-
sage d’une interface au repos, on observe un saut de pression, proportionnel a` la tension
superficielle qui peut s’exprimer par la loi de Laplace :
∆p = γC (1.1)
Le saut de pression observe´ dans une gouttelette sphe´rique de rayon R est donc ∆p = 2γ/R.
Par exemple, la surpression dans une bulle de champagne de rayon de l’ordre de 100 microns
vaut une centaine de pascals.
Conditions limites de surface libre
– Conditions cine´matiques : L’interface est une surface mate´rielle, c’est a` dire que si elle







+ u · ∇F = 0 (1.2)
En re´gime stationnaire, cette condition se re´duit a` u · n = 0
– Condition dynamique : Condition sur les contraintes normales
Il s’agit d’une ge´ne´ralisation de la loi de Laplace cite´e pre´ce´demment. Au passage
de l’interface, on observe un saut des contraintes normales proportionnel a` la tension
superficielle.
σ1 · n− p2n = γCn (1.3)
Quelques nombres adimensionels
Selon les cas e´tudie´s plusieurs nombres sans dimension seront pertinents pour caracte´riser
les syste`mes. Ils permettront de comparer les effets des diffe´rents phe´nome`nes mis en jeu.
Le nombre de Bond permet de comparer les effets de la gravite´ par rapport aux effets de








5ou` L est une longueur caracte´ristique du proble`me. On voit alors apparaˆıtre la longueur
capillaire lc =
√
γ/ρg qui fixe l’e´chelle en dessous de laquelle les effets de tension superficielle
dominent les effets de la gravite´ (Que´re´, 2004).















ou` Re est le nombre de Reynolds, Re = ρUL/µ
Le nombre de Weber permet de comparer les effets d’inertie par rapport aux effets de la





Le nombre de Froude permet de comparer les effets d’inertie par rapport a` la gravite´, il





Le nombre de Cauchy permet de mesurer les de´formations d’un solide dans l’e´coulement





ou` E est le module de Young de la structure en question. De nombreux autres nombres
peuvent eˆtre utilise´s, on trouvera des exemples comple´mentaires dans le livre de de Langre
(2001).





ou` H est la diffe´rence de hauteur de la vague (creˆte a` creux), λ est la longueur d’onde et h
la profondeur d’eau au repos. Ce nombre permet de classer les diffe´rents types d’onde et de
distinguer les the´ories valables.
61.1.2 Mode´lisation des e´coulements a` surface libre
Selon les cas e´tudie´s, on peut utiliser diffe´rentes e´quations pour de´crire le mouvement
du fluide. On ne s’inte´ressera qu’aux e´coulements laminaires, incompressibles et isothermes
de fluides newtoniens. On conside`re un domaine Ω, sa frontie`re est note´e Γ. La frontie`re se
de´compose en trois parties disjointes comme illustre´ sur la figure 1.2. La surface libre est
note´e Γi, la partie de la frontie`re sur laquelle sont impose´es des conditions de Dirichlet est





Figure 1.2 Domaine fluide comportant une surface libre.
E´quations de Navier-Stokes
Les e´quations les plus ge´ne´rales sont les e´quations de Navier-Stokes. Elles expriment la
conservation de la masse et la conservation de la quantite´ de mouvement dans le domaine Ω
de la fac¸on suivante.




+ ρ(u · ∇)u = −∇p +∇ · τ (u)− ρgez + f (1.12)
Avec les conditions aux frontie`res classiques :
u = u sur Γu (1.13)
−pnα + τ (u) · nα = tf sur Γt (1.14)
ou` τ (u) est le tenseur des contraintes visqueuses de´fini de la manie`re suivante :
τ (u) = µ
(∇u+∇uT )
7A` ces conditions aux limites classiques s’ajoutent les conditions a` l’interface e´nonce´es au
paragraphe 1.1.1
Ces e´quations sont complexes a` re´soudre, c’est pourquoi, selon les cas e´tudie´s, on peut
faire quelques simplifications.
Hypothe`se hydrostatique
Une simplification peut eˆtre faite si l’e´tude porte sur des e´coulement quasi-horizontaux,
c’est-a`-dire pour lesquels les vitesses horizontales sont beaucoup plus grandes que la vitesse
verticale. Dans ces conditions, l’acce´le´ration et la diffusion dans la direction verticale peuvent




La pression se re´duit donc a` la pression hydrostatique.
E´quations de Saint-Venant
Dans le cas des eaux peu profondes, en pratique, il n’est pas inte´ressant de connaˆıtre
les vitesses verticales ni la re´partition des vitesses dans le plan vertical mais seulement leur
moyenne (Viollet, 1998). Dans ces cas, ce sont les e´quations de Saint-Venant qui sont utilise´es.
Sous l’hypothe`se hydrostatique en supposant que l’e´coulement est quasi horizontal et que les
vitesses verticales sont ne´gligeables, les e´quations de Navier-Stokes sont moyenne´es sur la








+ (hu∇)u = −gh∇zs +∇ · (hν∆u) + hf (1.17)
ou` h est la hauteur de fluide et zs la cote de la surface libre. Elles servent tre`s souvent
pour de´crire les e´coulements dans les rivie`res et les canaux ou des mers le long de coˆtes.
Elles admettent des solutions discontinues, qui permettent de calculer les ressauts lors de la
transition entre les re´gimes torrentiel et fluvial dans les rivie`res et dans les canaux.
E´quations de Stokes
Lorsque les forces visqueuses dominent la convection, le nombre de Reynolds est tre`s petit
et on peut ne´gliger le terme convectif dans les e´quations de Navier-Stokes (Barthe`s-Biezel,
82005).




= −∇p +∇ · τ (u)− ρgez + f (1.19)
Ces e´quations, dites des e´coulements rampants, sont utilise´es dans les proble`mes de lubrifi-
cation, de graissage.
The´orie potentielle
Dans de nombreuses applications, le fluide est suppose´ non visqueux. De plus, si
l’e´coulement est irrotationnel, la the´orie potentielle s’applique. Il existe donc un potentiel
φ tel que u = ∇φ. L’e´quation de la continuite´ devient alors ∆φ = 0. On suppose aussi que
les forces sont conservatives et de´rivent d’un potentiel ψ. Alors d’apre`s le deuxie`me the´ore`me









+ ψ = C(t) (1.20)
Dans le cas ou` le fluide n’est soumis qu’a` la gravite´, ψ = gz. En deux dimensions, la surface
libre est repre´sente´e par l’e´quation z = η(x, t). Les conditions de surface libre deviennent
alors


















|∇φ|2 + gz = 0 (1.22)
Les conditions de surface libre compliquent la re´solution car elles sont non line´aires. Le
proble`me peut eˆtre line´arise´ en de´veloppant le potentiel en se´rie de Taylor par rapport a` un
petit parame`tre.
Mode´lisation de la houle et des ondes
Les surfaces libres sont tre`s souvent sujettes a` la propagation d’ondes comme la houle ou
les tsunamis pour l’oce´an. Dans beaucoup de mode´lisations, on utilise la the´orie potentielle.
Les e´quations sont alors simplifie´es selon les cas e´tudie´s. Le nombre d’Ursell permet de
discriminer plusieurs cas.
Si le nombre d’Ursell est tre`s petit, les effets non line´aires de la surface libre sont
9ne´gligeables devant les phe´nome`nes de dispersion. On peut appliquer la proce´dure dite de
Stokes qui consiste a` de´velopper les variables (donc le potentiel φ) par rapport a` la cambrure
des vagues donne´e par ε = A/λ ou` A est l’amplitude de la vague et λ sa longueur d’onde.
Une e´tude de´taille´e est donne´e par Molin (2002).
Si le nombre d’Ursell est de l’ordre de 1, il s’agit d’ondes cno¨ıdales ou d’ondes solitaires.
On suppose alors que la hauteur d’eau est petite devant la longueur d’onde et que l’amplitude
des vagues est petite devant la hauteur d’eau. On a donc
h
λ








En combinant la the´orie potentielle et ces hypothe`ses, on obtient les e´quations de Boussi-






























ou` u0 est la vitesse au fond. Ces e´quations peuvent encore se simplifier selon le cas. Elles
permettent par exemple une bonne description des ondes solitaires.
Toutes ces mode´lisations me`nent a` des e´quations n’ayant pas de solution analytique. De
nombreuses me´thodes nume´riques ont e´te´ de´veloppe´es pour les re´soudre et calculer notam-
ment de manie`re pre´cise la localisation de l’interface. Ces me´thodes sont de´crites dans la
section 1.2.
1.1.3 Quelques exemples d’e´coulements a` surface libre
Cette section de´crit rapidement quelques e´coulements qui ont e´te´ largement e´tudie´s aussi
bien analytiquement, qu’expe´rimentalement ou nume´riquement. Ils pourront donc eˆtre fort
utiles pour valider nos de´veloppements.
E´coulements pouvant servir de validation
Jets Les jets peuvent eˆtre de nombreuses natures, stable ou instable, impactant ou libre. En
particulier, les jets stationnaires s’ave`rent utiles pour la ve´rification de code. Dans d’autres
situations, le jet peut se briser sous l’effet de la tension superficielle. Tous ces cas sont de´taille´s
dans le livre de Middleman (1995).
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Bris de barrage Le cas du bris de barrage est largement utilise´ pour valider une me´thode
de calcul. Le cas classique est le suivant. Le fluide est retenu par un barrage et a` t=0, la paroi
du barrage est enleve´e, le fluide peut donc s’e´couler en s’affaissant sous l’effet de son propre
poids. On e´tudie alors la position du point d’avancement maximum avec le temps (Huerta
et Liu, 1988). Ce cas a fait l’objet de nombreuses e´tudes expe´rimentales (Jeyapalan, 1980)
pouvant servir de base de comparaison.
Modes oscillatoires de bulles Sous l’effet de la tension superficielle, e´loigne´e de sa po-
sition d’e´quilibre et en ne´gligeant les frottements, une bulle oscillera autour de sa position
d’e´quilibre. Elle peut osciller selon plusieurs modes bien connus et de´crits par des formules
analytiques. Ceci constitue une bonne base pour valider la mode´lisation de la tension super-
ficielle (Dettmer et Peric, 2006b).
Ballottement de petite et grande amplitude L’e´tude porte sur les oscillations de la
surface libre d’un fluide dans un re´servoir. On peut e´tudier les oscillations de faibles ampli-
tudes : la surface libre ou l’interface est perturbe´e et on e´tudie son retour a` l’e´quilibre. Lorsque
le contenant est en mouvement, les de´formations de la surface libre sont plus importantes.
Ceci s’applique au transport sur bateau de containers de gaz naturel lique´fie´. Sous l’effet de
la houle, les re´servoirs ont un mouvement oscillatoire qui peut provoquer des mouvements de
forte amplitude du liquide. Le fluide peut alors exercer des efforts importants sur les parois
du container, notamment lorque les vagues derferlent. Ibrahim (2005) de´veloppe la the´orie et
les applications de tels proble`mes.
E´coulements plus complexes
Vagues et points d’impact Un peu dans la meˆme optique que le ballottement, on
peut e´tudier l’e´volution d’une vague sur un plan incline´ puis l’impact de cette vague, ayant
e´ventuellement de´ferle´ sur une paroi e´lastique. Kimmoun et al. (2009) ont fait de nombreuses
expe´riences a` ce sujet.
Profil d’aile ou cylindre sous une surface libre Il s’agit d’e´tudier le comportement
d’un profil d’aile sous la surface libre pour mieux comprendre le comportement des hydrofoils.
Par exemple, Zhu et al. (2006) proposent une e´tude nume´rique des oscillations observe´es sur
la surface libre au dessus d’un profil oscillant. Dans la meˆme gamme de proble`me, on peut
citer Mironova (2008) qui e´tudie un cylindre oscillant sous une surface libre ou Lu et al. (2008)
qui a simule´ un e´coulement turbulent avec surface libre au dessus d’un obstacle cylindrique.
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1.2 Me´thodes nume´riques
Pour simuler les e´coulement a` surface libre, il faut calculer les diffe´rentes inconnues du
proble`mes sur un domaine fluide dont la ge´ome´trie de´pend de la solution. Les diffe´rentes
approches peuvent se classer en trois cate´gories selon le type de maillage adopte´.
– Les calculs peuvent eˆtre effectue´s sur un maillage fixe. La position de l’interface est
reconstruite par le calcul sur le maillage de fond, ce sont des me´thodes dites eule´riennes.
– Le domaine peut eˆtre de´forme´ en meˆme temps que l’interface, on parle alors de me´thodes
lagrangiennes ou lagrangiennes-eule´riennes.
– Enfin, d’autres me´thodes n’utilisent pas de maillage.
Nous allons donc dans cette partie de´crire les techniques les plus utilise´es pour chaque
cate´gorie en essayant d’en de´gager les principaux avantages et inconve´nients.
1.2.1 Me´thodes avec maillage fixe
Une formulation eule´rienne est utilise´e pour de´crire le mouvement du fluide. Le maillage
est donc fixe et l’interface est capture´e par diffe´rentes techniques. Ces me´thodes peuvent se
diviser en 2 cate´gories (voir Gopala et van Wachem, 2008). Soit chaque milieu est marque´
de fac¸on a` le distinguer des autres (marqueurs, VOF), soit l’interface elle-meˆme est repe´re´e
(level set method, front tracking method).
Volume de fluide (Volume of fluid VOF)
Cette me´thode est tre`s utilise´e et a` e´te´ de´veloppe´e au de´but des anne´es 80 par Hirt et
Nichols (1981) et largement de´veloppe´e au fil des anne´es pour ame´liorer la pre´cision de la
capture d’interface.
Chaque domaine est identifie´ a` l’aide d’une fonction indicatrice, valant 1 dans un domaine,
0 dans un autre. Pour les e´le´ments du maillage qui contiennent une portion de l’interface,
cette fonction θ repre´sente la fraction de volume occupe´ par chaque fluide. L’e´coulement
peut alors eˆtre calcule´ sur tout le domaine en utilisant une combinaison des proprie´te´s de
chaque milieu. Par exemple, pour la densite´ et la viscosite´, on prendra ρ = θρ1 + (1 − θ)ρ2
et µ = θµ1+ (1− θ)µ2 ou` θ vaut 0 dans le milieu 1 et vaut 1 dans le milieu 2. La fraction de
fluide θ est calcule´e graˆce a` une e´quation de convection :
∂θ
∂t
+ u · ∇θ = 0 (1.26)
L’enjeu principal des me´thodes VOF est alors de re´soudre correctement cette e´quation.
La plupart des sche´mas classiques sont trop diffusifs ou cre´ent des oscillations purement
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nume´riques. Il en re´sulte une mauvaise conservation de la masse ou une mauvaise ge´ome´trie
de l’interface, ce qui affecte le calcul de la tension superficielle. De nombreuses corrections
ont donc e´te´ propose´es. Pour assurer la conservation du volume, McDavid et Dantzig (1998)
proposent la me´thode suivante : la fraction de volume est inte´gre´e sur chaque e´le´ment pour
obtenir une fraction de remplissage de l’e´le´ment et est actualise´e en calculant les flux passant
par la partie ”mouille´e” de chaque areˆte de l’e´le´ment. D’autres approches sont compare´es par
Gopala et van Wachem (2008). La plupart reposent sur une approximation de flux donneur-
accepteur propose´e initialement par Hirt et Nichols (1981) pour les me´thodes VOF. Elle a
e´te´ de´veloppe´e et ame´liore´e par Ubbink et Issa (1999) pour donner le sche´ma CICSAM qui
permet une reconstruction pre´cise de l’interface et une bonne conservation de la masse. Aulisa
et al. (2003) ont de´veloppe´ un sche´ma permettant de conserver la masse exactement.
Les autres enjeux des me´thodes VOF sont la localisation de l’interface et l’application
de la tension superficielle sur l’interface. En effet, la ge´ome´trie de la surface libre e´tant
reconstruite a posteriori, le traitement des conditions limites est de´licat. Il existe plusieurs
techniques de reconstruction. Par exemple, l’interface peut eˆtre de´limite´e dans une cellule par
un segment paralle`le a` un des axes de coordonne´es, il s’agit de la me´thode SLIC (simple line
interface calculation), ou alors la reconstruction peut eˆtre line´aire, c’est la me´thode PLIC
(piecewise linear interface calculation). La seconde est plus pre´cise que la premie`re. Pour
plus de de´tails, on consultera Scardovelli et Zaleski (1999). Une autre approche consiste a`
conside´rer θ comme une pseudo-concentration. L’interface correspond alors aux points pour
lesquels θ = 1/2 (Thompson, 1986; Dufour et Malidi, 2004).
Pour la tension superficielle, Brackbill et al. (1992) propose une technique CSF (Contin-
uum Surface Force) qui permet de transformer la force surfacique de la tension superficielle
en une force volumique e´quivalente. Cette technique repose sur un lissage de la discontinuite´
a` l’interface.
Ces me´thodes sont largement utilise´es pour le calcul des e´coulements avec des interfaces
multiples pouvant se briser ou pour la pre´diction de la coalescence de bulles. On notera
les travaux de Lo¨hner et al. (2007) sur le ballottement avec de´ferlement de vagues ou de
Mironova (2008) sur l’e´tude de l’effet d’une surface libre sur l’alle´e de vortex dans le sillage
d’un cylindre oscillant.
Me´thodes d’ensemble de niveaux (Level Set Method)
Cette me´thode a e´te´ de´veloppe´e par Dervieux et Thomasset (1981) et Osher et Sethian
(1988) pour calculer la position d’interfaces de toutes sortes ou pour tracer des contours de
meˆme intensite´ dans les images. La me´thode est de´crite dans un cadre ge´ne´ral dans le livre
de Sethian (1996) et a e´te´ adapte´e aux proble`mes de me´canique des fluides par Sussman
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et al. (1994) et Chang et al. (1996). Le principe de cette me´thode est d’ajouter aux inconnues
du fluide une fonction repre´sentant la distance a` l’interface Φ. L’interface se trouve sur le
contour de valeur nulle de cette fonction. Son signe permet de distinguer les deux milieux
de fac¸on consistante. La valeur de cette fonction est ensuite de´place´e par convection avec le
fluide, de sorte que son e´quation d’e´volution est la suivante :
∂Φ
∂t
+ u · ∇Φ = 0 (1.27)
Cette formulation est tre`s inte´ressante car la fonction Φ apporte de nombreuses informations
sur l’interface. Par exemple, la normale et la courbure s’obtiennent en e´valuant les gradients
de Φ. Ainsi, n = ∇Φ/‖∇Φ‖. La tension superficielle est alors impose´e comme un terme
source non local (voir Chang et al., 1996), d’une manie`re similaire a` la me´thode de force
continue (Brackbill et al., 1992). Les proprie´te´s du fluides sont e´value´es de la fac¸on suivante :
si Φ est ne´gative dans le milieu (1) et positive dans le milieu (2), alors la masse volumique
et la viscosite´ s’expriment par :
ρ(x) =ρ1 +H(Φ(x))(ρ2 − ρ1) (1.28)
µ(x) =µ1 +H(Φ(x))(µ2 − µ1) (1.29)
ou` H est la fonction de Heaviside (nulle si x < 0, unitaire ailleurs). Ces e´quations doivent
eˆtre re´gularise´es pour permettre la re´solution nume´rique, le plus souvent en remplac¸ant la
fonction de Heaviside sur un petit intervalle entourant 0 par une portion de sinuso¨ıde (Peskin,
1977). Un des de´fis de cette me´thode est la discre´tisation des termes convectifs de l’e´quation
d’e´volution de Φ (1.27). En effet, la re´solution de cette e´quation peut mener a` des oscillations
ou alors a` des sche´mas nume´riques trop diffusifs. Le sche´ma le plus utilise´ est le sche´ma ENO
(essentially non-oscillary advection scheme). Ce sche´ma est pre´cis au deuxie`me ordre (Shu
et Osher, 1989). Il a e´te´ fortement ame´liore´ pour obtenir des sche´mas WENO (weighted es-
sentially non-oscillary advection scheme) pre´cis jusqu’aux 11e`me ordre (Kurioka et Dowling,
2009) qui permettent aussi de re´duire la taille du maillage ne´cessaire pour avoir une pre´cision
suffisante. La formulation ne permettant pas non plus de conserver la masse, la fonction
Φ doit eˆtre re´initialise´e pour pre´server ses proprie´te´s de distance a` l’interface au cours du
temps. Plusieurs possibilite´s ont e´te´ propose´es dans les travaux de Sussman et al. (1994) et
Chang et al. (1996) et reposent sur le constat que le mouvement normal de l’interface duˆ a` la
diffusion nume´rique de´pend de sa courbure. Malgre´ ces quelques difficulte´s, cette formulation
est tre`s largement employe´e car Φ est une fonction dont la topologie des contours Φ = 0 peut
changer. Ainsi, cette me´thode permet de simuler facilement des gouttelettes qui fusionnent,
qui impactent sur une surface d’eau ou qui e´clatent, des vagues de´ferlantes, des interfaces
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qui subissent de grandes de´formations ou l’atomisation d’un jet laminaire. On pourra noter
les travaux de Sussman et al. (1994) et de Chang et al. (1996) sur la coalescence de bulles
avec tension superficielle, ceux de Yue et al. (2005) sur l’e´tude d’e´coulements turbulents dans
des canaux ouverts et l’interaction entre le fond et la surface, de Ilinca et He´tu (2008) sur le
remplissage de moule avec des suspensions denses ou de Chen et Yu (2009) sur des jets ou
l’e´coulement autour de coques de bateaux.
Les Marqueurs
Les marqueurs sont des particules inte´gre´es au fluide qui permettent d’identifier la nature
du milieu. Mckee et al. (2008) en donnent un bref historique. Les premie`res me´thodes appele´es
Particule in cell (PIC) ont e´te´ de´veloppe´es a` la fin des anne´es 50 par Ervin et Harlow (1957).
Des particules mate´rielles transportaient la masse et la nature du fluide. Cependant le sche´ma
e´tait trop diffusif. La me´thode MAC (Marker and Cell) fut ensuite de´veloppe´e par Welch
et al. (1965). Des particules virtuelles sans masse permettent d’identifier le milieu. Elles se
de´placent de cellule en cellule sur un maillage fixe carte´sien. Au de´part, des particules sont
re´parties uniforme´ment dans les cellules, identifiant un certain fluide, ou s’il n’y a aucune
particule une cellule vide. Les particules se de´placent en fonction de la vitesse calcule´e au
centre de la cellule. Pour avoir une grande pre´cision, il faut donc beaucoup de marqueurs.
De plus, a` cause du sche´ma temporel explicite, la condition CFL doit eˆtre respecte´e. Les
marqueurs ne peuvent donc pas se de´placer de plus d’une cellule par pas de temps. On peut
donc se limiter aux cellules de´crivant la surface et a` leur voisine pour la mise a` jour de
la position des marqueurs. L’interface peut aussi eˆtre sujette a` des ondulations. Ceci peut
eˆtre corrige´ en introduisant des sous-cellules (de Sousa et al., 2004). La forme de l’interface
est ensuite interpole´e entre les positions des marqueurs dans une cellule et ses voisines, par
exemple une interpolation quadratique est suffisante pour calculer la normale et la courbure
(de Sousa et al., 2004).
Les marqueurs sont utilise´s e´galement pour identifier l’interface elle meˆme (Shyy, 1996).
Cette me´thode est nume´riquement moins couˆteuse que la pre´ce´dente puisque le nombre de
marqueurs ne´cessaires pour estimer la position de l’interface est moins important. Les par-
ticules sont place´es sur l’interface et de´place´es avec la vitesse du fluide de fac¸on purement
lagrangienne. La ge´ome´trie de l’interface est ensuite interpole´e. Shyy (1996) propose une in-
terpolation a` l’aide d’arc de cercles, ce qui permet de calculer la courbure en meˆme temps.
Popinet et Zaleski (1999) utilisent des splines cubiques, ce qui est plus pre´cis. La position de
l’interface e´tant connue dans un maillage fixe, il est alors facile de calculer des factions de
volumes et ainsi les proprie´te´s du fluide a` utiliser. Popinet et Zaleski (1999) ont compare´ leur
me´thode de marqueurs avec une me´thode VOF classique pour e´tudier l’instabilite´ de Taylor-
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Rayleigh. Les re´sultats montrent que l’utilisation des marqueurs permet de localiser l’interface
de manie`re tre`s pre´cise. Ils peuvent donc eˆtre utilise´s pour capter des phe´nome`nes de petite
e´chelle. Par exemple, Duchemin (2001) utilise cette me´thode pour simuler l’e´clatement d’une
bulle d’air a` la surface de l’eau.
Ces me´thodes se montrent assez performantes mais demandent une attention particulie`re
si la topologie de l’interface change. Par exemple, si deux interfaces fusionnent ou si une
interface se divise. On trouvera des exemples de proce´dures pour traiter ce proble`me dans
Shyy (1996) et Mckee et al. (2008).
Avantages et inconve´nients
Ces me´thodes offrent de multiples avantages. Comme l’interface est reconstruite sur un
maillage fixe, les changements topologiques de l’interface ou des de´formations importantes
sont faciles a` ge´rer. De plus, comme le maillage est fixe, l’adaptation de maillage est aise´e
et peut ame´liorer grandement la pre´cision du calcul. La pre´sence de la surface libre de-
mande de re´soudre en ge´ne´ral une e´quation supple´mentaire de transport, ce qui n’est pas
nume´riquement tre`s couˆteux. Cependant, ce calcul doit eˆtre tre`s pre´cis. Ceci est en effet le
principal inconve´nient des me´thodes a` maillage fixe. La reconstruction approximative de la
position de l’interface fausse la conservation de la masse. Les choses se compliquent encore si
l’on envisage des situations avec plus de deux fluides. L’imposition des conditions aux limites
sur l’interface, notamment la tension superficielle est, elle aussi, plus de´licate. De nombreux
algorithmes ont donc e´te´ de´veloppe´s pour accroˆıtre la pre´cision de ces me´thodes qui sont tre`s
largement utilise´es.
1.2.2 Me´thodes sans maillage
Me´thodes inte´grales
Ces me´thodes permettent d’e´crire les e´quations du fluide par des inte´grales sur la frontie`re
seulement, ce qui permet de re´duire d’une dimension le proble`me. Cependant, ces me´thodes
me`nent a` de bons re´sultats seulement si les e´quations sont line´aires (Shyy, 1996). Elle sont
donc utilise´es principalement pour les e´coulements potentiels ou re´gis par les e´quations de
Stokes. Plus de de´tails sont donne´s sur la formulation par Dijkstra et Mattheij (2008).
Par exemple, Bergmann et al. (2009) utilisent une telle me´thode pour simuler les cavite´s
forme´es par la chute d’un disque dans de l’eau. Leurs re´sultats sont alors en accord avec les
re´sultats expe´rimentaux. Sun et Faltinsen (2006) simulent graˆce a` cette approche l’impact
d’un e´coulement d’eau sur un cylindre e´lastique.
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Me´thode a` particules lagrangiennes : SPH
La me´thode dite Smoothed Particules Hydrodynamics (SPH) a e´te´ e´labore´e a` l’origine en
astrophysique et adapte´e a` la simulation des e´coulements avec interface par Monaghan (1994).
Cette me´thode utilise des particules lagrangiennes qui posse`dent les proprie´te´s mate´rielles
du milieu de´crit, une masse et une vitesse propre. Ces me´thodes s’appliquent aux fluides
compressibles et ont tendance a` devenir instables quand la vitesse du son devient trop grande.
Pour des fluides incompressibles, cette dernie`re est fixe´e arbitrairement de sorte que les
variations de densite´ dans le fluide sont infe´rieures a` 1%. Les e´quations de Navier Stokes sont
alors formule´es d’un point de vue lagrangien. Les quantite´s ne´cessaires (vitesses, pression,
densite´, leur de´rive´e lagrangienne par rapport au temps et leurs gradients) sont calcule´es par




f(x)W (r − x, h)dx (1.30)
ou` D est un domaine circulaire de rayon proportionnel a` h centre´ en r et W est un noyau qui
tend vers une distribution de Dirac quand h tend vers 0. Graˆce a` une inte´gration par parties,




f(x)∇W (r − x, h)dx (1.31)




f(rj)W (ri− rj, h)ωj (1.32)
ou` les points rj sont les points d’interpolation dans le domaine D. Des algorithmes per-
formants doivent eˆtre de´veloppe´s pour trouver les voisins d’une particule, on trouvera un
exemple dans l’article de Viccione et al. (2008).
Les conditions de surface libre n’ont pas a` eˆtre impose´es car elles sont satisfaites naturelle-
ment par la formulation. La tension superficielle peut eˆtre impose´e par une me´thode CSF
comme pour les formulations VOF. Cependant, les conditions aux limites sont de´licates a`
imposer pour une paroi solide. Il faut par exemple cre´er des particules fantoˆmes de l’autre
coˆte´ de la frontie`re (Oger et al. (2006) et Fang et al. (2006)).
Les me´thodes SPH permettent de simuler une large varie´te´ d’e´coulement. La topologie
de l’interface peut changer. Le traitement de de´tachements de gouttelettes ou de vagues
de´ferlantes ne pose donc aucun proble`me. Elles peuvent aussi eˆtre couple´es avec des mode`les
de turbulence, Shao et Ji (2006) ont ainsi obtenu de tre`s bon re´sultats pour des vagues
17
de´ferlantes. De plus, ces me´thodes sont faciles a` imple´menter et ne demandent pas de maillage.
Cependant, elles peuvent se montrer instables et peu pre´cises (Oger et al., 2006). Des formu-
lations ont e´te´ de´veloppe´es pour pallier ces proble`mes (Grenier et al., 2009; Fang et al., 2009).
Grenier et al. (2009) comparent leurs re´sultats sur une instabilite´ de Taylor Rayleigh avec
la me´thode des ensembles de niveaux classique. Leur formulation SPH donne des re´sultats
similaires mais converge beaucoup plus vite quand le nombre de particules augmente.
1.2.3 Me´thodes a` maillage mobile
D’autres me´thodes sont dites “a` maillage mobile”. Une des frontie`res du domaine est
l’interface elle-meˆme, le domaine de calcul se de´forme alors en meˆme temps que le domaine
mate´riel. Ce cas peut eˆtre traite´ de manie`re purement lagrangienne ou en choississant un
point de vue lagrangien-eule´rien.
Me´thodes comple`tement lagrangiennes
Ces me´thodes reposent sur une e´criture comple`tement lagrangienne des e´quations Navier-




= −∇p +∇ · τ (u)− ρgez + f (1.33)
Le maillage suit alors les particules fluides. Feng et Peric (2000) donnent un exemple de
cette me´thode avec une formulation espace-temps. L’avantage de cette me´thode est que la
position de l’interface est parfaitement connue puisqu’il s’agit d’une frontie`re du domaine.
Cependant, comme le maillage suit l’e´coulement, des distorsions apparaissent rapidement,
comme le montre l’exemple de l’e´crasement d’une colonne de fluide. Il faut alors remailler le
domaine. Powell et Savage (2001) utilisent un crite`re de qualite´ du maillage pour remailler
quand les e´le´ments sont trop e´tire´s ou lorsque la courbure de l’interface devient grande afin
de conserver un bonne pre´cision. Il faut donc jumeler cette formulation a` une technique
automatique de remaillage, ce qui rend le processus couˆteux.
Me´thodes mixtes : Formulation Lagrangienne-Eule´rienne (ALE)
La formulation lagrangienne-eule´rienne ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) a e´te´ pro-
pose´e au de´but des anne´es 70 par Hirt et al. (1997) pour utiliser une description lagrangienne
du fluide tout en gardant une grande flexibilite´ du maillage. Elle a e´te´ adapte´e a` la formulation
e´le´ments finis par Hughes et al. (1981). L’interface constitue une des frontie`res du domaine,
ce qui permet de connaˆıtre pre´cise´ment sa position et de faciliter l’imposition des conditions
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aux limites. Le maillage a alors sa de´formation propre. Si vm est la vitesse de de´formation
du maillage, alors elle doit eˆtre telle que (u − vm) · n = 0 a` la surface libre. Ainsi, pour un
canal, les noeuds a` la surface libre ne sont pas force´s de se de´placer a` la vitesse du fluide,
ce qui e´vite les distorsions. Cependant, le domaine doit eˆtre remaille´ lorsque la de´formation
de l’interface devient trop grande ou quand l’interface change de topologie. Dettmer et Peric
(2006b) montrent comment on peut inte´grer la force de la tension superficielle dans une for-
mulation e´le´ments finis et obtiennent de bons re´sultats en simulant la chute de gouttelettes
ou un bris de jet. Cette formulation est aussi largement utilise´e en interaction fluide-structure
(Etienne et al., 2006; Dettmer et Peric, 2006a).
Proce´dure DSD/ST(deforming spacial domain/space time)
Cette approche consiste a` e´crire la formulation variationnelle e´le´ments finis du proble`me
sur un domaine espace temps Qn = Ω× [tn, tn+1]. L’interface constitue ici aussi une frontie`re
du domaine, donc sa ge´ome´trie est connue explicitement. Ainsi aucune vitesse de de´formation
n’apparaˆıt dans la formulation. Celle-ci doit cependant eˆtre calcule´e pour mettre a` jour
le domaine d’un pas de temps a` l’autre. Cette formulation a e´te´ de´veloppe´e et teste´e par
Tezduyar et al. (Tezduyar et al., 1992a,b)
1.2.4 Conclusion
Les e´coulements a` surface libre sont complexes a` simuler car la position de l’interface n’est
pas connue a priori. Diffe´rentes approches ont e´te´ de´veloppe´es pour re´soudre ces proble`mes.
Il faut donc choisir la me´thode approprie´e en fonction de l’application. Les crite`res seront
notamment la pre´cision souhaite´e sur la position de l’interface et la prise en compte la tension
superficielle. Dans ce dernier cas, les me´thodes a` maillage mobile semblent plus adapte´es.
Si l’on s’attend a` des de´formations tre`s importantes de l’interface ou a` des changement
topologiques, les me´thodes a` maillage fixe telles que les me´thodes a` lignes de niveaux ou
VOF seront plus approprie´es.
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1.3 Formulation Lagrangienne-Eule´rienne (ALE)
Des me´thodes de´crites pre´ce´demment, les me´thodes a` maillage mobile sont celles qui
permettent d’obtenir le plus de pre´cision sur la position de la surface libre. Ainsi, dans
l’optique de calculer l’influence de divers parame`tres sur l’interface, ces techniques semblent
plus approprie´es. La me´thode lagrangienne-eule´rienne permet d’avoir une grande flexibilite´
pour la de´formation du domaine.
1.3.1 E´quations de Navier Stokes
La cine´matique eule´rienne-lagrangienne permet d’introduire une de´formation du domaine
inde´pendante de l’e´coulement. On introduit alors la vitesse de de´formation du domaine vm,
appele´e e´galement vitesse de maille. Sur le domaine ainsi de´forme´, les e´quations de Navier
Stokes prennent la forme suivante :




+ ρ((u− vm) · ∇)u = −∇p +∇ · τ (u)− ρgez + f (1.35)
Conditions aux limites On souhaite que le domaine suive la de´formation de l’interface.
Les conditions aux limites du proble`me deviennent alors :
u = u sur Γu (1.36)
−pnα + τ (u) · n = tf sur Γt (1.37)
(u− v) · n = 0 sur Γi (1.38)
u1 = u2 sur Γi (1.39)
σ1 ·n− σ2 · n = γCn sur Γi (1.40)
Ces conditions ont le meˆme sens physique que pre´ce´demment. La condition (1.38) traduit le
fait que l’interface est une surface mate´rielle.
1.3.2 De´formation du domaine de calcul
Comme on peut le constater dans l’e´quation (1.35), la vitesse de de´formation du domaine
intervient dans les e´quations du mouvement. Il faut donc la calculer dans tout le domaine.
Elle doit eˆtre re´gulie`re et respecter les conditions aux limites
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De´formation du domaine Elle est arbitraire puisqu’elle n’a pas de signification physique.
Il s’agit d’un artifice de calcul. La qualite´ du maillage de´pendra de la de´formation choisie.
On recense plusieurs techniques. Hughes et al. (1981) proposent de calculer la vitesse de
convection u−vm comme une fonction line´aire de la vitesse mate´rielle des particules fluides.
Cette fonction doit eˆtre pre´cise´e pour chaque point du domaine a` chaque pas de temps,
il est donc difficile de maintenir une bonne qualite´ du maillage. Huerta et Liu (1988) ne
calculent que la de´formation de l’interface, la de´formation a` l’inte´rieur du domaine est de´finie
comme un certain pourcentage de la de´formation de l’interface. Cependant, les phe´nome`nes de
de´ferlement ne peuvent pas eˆtre calcule´s de cette manie`re. Dans l’article de Soulaimani et Saad
(1998), la de´formation est calcule´e avec l’ope´rateur de Laplace, ainsi la vitesse de de´formation
du maillage est solution de ∆vm = 0. La technique du pseudo-solide est largement utilise´e :
le maillage se de´forme comme un solide line´aire (Sackinger et al., 1996). Cette technique est
tre`s souple, car le choix des coefficients de Lame´ est libre. Stein et al. (2003) profitent de cette
flexibilite´ pour e´viter les trop grandes distorsions de maillage en choisissant une structure
plus rigide pour les e´le´ments de petite taille ou de petit volume. On peut aussi optimiser la
qualite´ du maillage en fonction d’un crite`re donne´. Par exemple, Dettmer et Peric (2006b)
choisissent de rendre minimal pour chaque e´le´ment le rapport entre le rayon du cercle inscrit
au triangle et le rayon du cercle circonscrit.
De´placement des frontie`res Les noeuds sur les frontie`res fixes doivent respecter
vm · n = 0. Sur l’interface, la condition cine´matique de non pe´ne´tration impose que
(u− vm) · n = 0. Pour que le proble`me soit bien pose´, il faut ajouter une condition
supple´mentaire. Dans le cas d’une interface fluide-solide, le de´placement des noeuds de la
frontie`re peut eˆtre fixe´ par le de´placement du solide car il ne sera pas trop important. Ainsi,
u = vm sur Γi de sorte que la description de l’interface devient totalement lagrangienne.
Cette solution n’est pas tre`s efficace pour les autre types d’interface. En effet, pour une in-
terface fluide-structure, les vitesses a` l’interface sont relativement faibles, donc la distorsion
du maillage reste acceptable dans la plupart des cas. Cependant, pour une surface libre, la
description lagrangienne entraˆınera souvent de trop grandes distorsions, ce sera le cas pour
le calcul de l’e´coulement dans un canal ouvert. Il faut donc envisager d’autres solutions.
Dans le cadre de l’approche pseudo-solide, Sackinger et al. (1996) proposent la de´marche
suivante. Sur l’interface, les re´sidus du de´placement du pseudo-solide sont projete´s sur la
normale et la tangente a` la courbe. Le re´sidu normal est remplace´ par la condition de non
pe´ne´tration (ou de tangence) et le pseudo-solide est libre de contraintes dans la direction
tangentielle. Une autre possibilite´ consiste a` optimiser la qualite´ du maillage a` l’interface. On
peut alors inte´grer ces noeuds dans le processus global, mais cette de´marche est de´licate car
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il faut inte´grer la condition (1.38), ce qui demande des efforts particuliers d’imple´mentation
(Dettmer et Peric, 2006b). Un crite`re ad hoc a e´te´ propose´ par Braess et Wriggers (2000). Il
consiste a` re´partir les noeuds le long de l’interface de sorte que les e´le´ments line´aires cre´e´s
par ces points soient tous de meˆme longueur. Cruchaga et al. (2006) proposent de re´partir
les noeuds en les concentrant dans les zones ou` la courbure de l’interface est importante afin
d’avoir une description plus pre´cise de celle-ci.
1.3.3 Me´thode des e´le´ments finis
Pour re´soudre, le syste`me d’e´quations mode´lisant l’e´coulement (1.34-1.35) est mis sous
forme faible. Soit δu une fonction test ayant la meˆme re´gularite´ que u et s’annulant sur ΓU
et δp une fonction test associe´e a` la pression. En multipliant les e´quations (1.34-1.35) par les
fonctions test et en inte´grant les termes approprie´s par partie, on obtient le syste`me faible
suivant : ∫
Ω











p∇ · δu dΩ +
∫
Ω




f · δu dΩ+
∫
Γ
(τ − pI) · n · δu dΓ (1.42)
Le terme de bord dans (1.42) se de´compose de la manie`re suivante (en supposant que l’on se
situe dans le milieu (1)) :
∫
Γ
(τ − pI) · n · δu dΓ =
∫
Γt
tf · δu dΓ +
∫
Γi
(σ2 · n+ γCn) · δu dΓ (1.43)
Le terme correspondant a` la partie Γu de la frontie`re s’annule car il s’agit de conditions
de Dirichlet sur cette portion. Le terme correspondant a` la tension superficielle peut eˆtre
transforme´. On peut remplacer la courbure C par deux fois la courbure moyenne H , avec
H = −∇s ·n/2 ou` l’ope´rateur de gradient surfacique est ∇s = (I −n⊗n) · ∇. Le calcul de
la courbure moyenne peut eˆtre nume´riquement complique´. On peut donc inte´grer ce terme
par partie en utilisant le the´ore`me de la divergence surfacique. Les de´tails sont donne´s dans
l’annexe de l’article de Cairncross et al. (2000) et me`nent au re´sultat suivant :
∫
Γi
γCn · δu dΓ =
∫
Ci
γδu ·m dC −
∫
Γi
γ∇s · (δu) dΓ (1.44)
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Dans cette e´quation, Ci est la frontie`re de Γi et m est un vecteur exte´rieur normal a` cette
courbe et tangent a` l’interface.
Braess et Wriggers (2000) proposent une autre approche en introduisant une in-
terpre´tation e´nerge´tique de ce terme et parviennent a` une formulation faisant intervenir
une parame´trisation de l’interface.
A` ces e´quations s’ajoutent, le cas e´che´ant, la forme faible des e´quations permettant de
calculer la vitesse de de´formation du domaine. Dans le cas du pseudo-solide, on utilisera la
forme faible des e´quations d’e´lasticite´ line´aire.
1.3.4 Enjeux nume´riques
Remaillage et de´formation du domaine Lorsque la de´formation de l’interface devient
trop importante par rapport a` la configuration de de´part, la qualite´ du maillage re´sultant
peut eˆtre de´grade´e. Il est donc parfois ne´cessaire de remailler. Cette ope´ration doit eˆtre e´vite´e
dans la mesure du possible car elle est nume´riquement couˆteuse et les valeurs des variables
aux noeuds doivent eˆtre interpole´es d’un maillage a` l’autre, ce qui introduit des impre´cisions.
Il faut donc reprendre les crite`res et de´marches de´veloppe´s pour la formulation purement
lagrangienne. Tanaka et Kashiyama (2006) proposent de conserver un maillage de fond fixe.
A` chaque pas de temps, le domaine est de´forme´ mais l’interface est ensuite replace´e sur
le maillage fixe, de sorte que seulement les e´le´ments proches de l’interface sont de´forme´s.
Cependant cette ope´ration ne permet pas la conservation de la masse, il faut donc ajouter
une e´tape supple´mentaire de correction. On peut cependant tirer parti de ce remaillage en
utilisant une strate´gie adaptative. Par exemple, Saksono et al. (2007) utilisent un crite`re sur
la qualite´ du maillage (rapport entre les rayons des cercle inscrit et circonscrit) puis la taille
des e´le´ments du nouveau maillage est de´termine´e en fonction de la valeur du gradient de
la vitesse. Une autre me´thode utilise´e par Pelletier (1999) consiste a` raffiner les zones ou`
l’erreur est la plus grande. L’erreur est alors calcule´e avec un estimateur d’erreur reposant
sur une projection de la solution pour reconstruire une solution enrichie (Zienkiewicz et Zhu,
1992). Cette me´thode a donne´ des re´sultats prometteurs en re´gime instationnaire turbulent
(Gammacurta et al., 2009).
Loi de conservation ge´ome´trique (GCL) Il faut s’assurer lors de l’utilisation de mail-
lages de´formables, que la loi de conservation ge´ome´trique est ve´rifie´e. Cette loi a de nom-
breuses de´finitions qui sont re´sume´es par Etienne et al. (2009b). Ainsi, il faut s’assurer que
la de´formation du maillage est telle que :
– la solution est exacte sur un maillage mobile dans le cas ou` il n’y a pas d’e´coulement,
– la solution est exacte sur un maillage mobile dans le cas ou` l’e´coulement est uniforme,
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– le sche´ma d’inte´gration en temps a le meˆme taux de convergence sur le maillage mobile
que sur le maillage fixe.
Ceci peut eˆtre ve´rifie´ en choisissant de manie`re ade´quate la vitesse de de´formation. Si la GCL
est satisfaite, des sche´mas d’ordre e´leve´ peuvent eˆtre utilise´s pour re´duire les couˆts de calcul.
1.4 Analyse de sensibilite´ des e´coulements a` surface libre
Les e´coulements a` surface libre sont complexes a` analyser. Optimiser des syste`mes faisant
intervenir des interfaces ou pre´voir son comportement lorsque les parame`tres de de´finition du
syste`me sont modifie´s seront de longues et complexes entreprises puisque les algorithmes d’op-
timisation demandent souvent beaucoup d’ite´rations et donc de calculs de ces e´coulements.
Nous allons e´tudier les diffe´rentes techniques actuellement utilise´es en mettant en relief leurs
avantages et inconve´nients dans le contexte des syste`mes faisant intervenir des interfaces.
1.4.1 Exemple de l’optimisation
Soit F(U,α) la fonction couˆt a` optimiser sous les contraintes G(U,α) = 0, avec U les
e´tats et α le vecteur de variables de design. La fonction couˆt de´pend a` la fois explicitement
du vecteur de design mais aussi implicitement par l’interme´diaire des e´tats. Nous pouvons
en effet de´finir la fonction F(α) = F(U(α), α). Le proble`me peut s’e´noncer de la fac¸on
suivante :
Trouver le vecteur de design α∗ tel que
F(U(α∗), α∗) = min
α
F(U(α), α)
sujet a` G(U,α) = 0
Pour re´soudre ce proble`me, avec la plupart des algorithmes, il faut calculer le gradient de
la fonction objectif par rapport aux parame`tres de design. Pour cela, il existe principalement
deux me´thodes que nous allons de´tailler : la me´thode adjointe et la me´thode des sensibilite´s.
Me´thodes adjointes
La me´thode adjointe consiste a` introduire la variable adjointe ξ et le lagrangien :
L(U,α, ξ) = F(U,α)− < ξ,G(U,α) >
ou` < ·, · > de´signe le produit scalaire. Dans le cas discret, il s’agit du produit de 2 vecteurs et
dans le cas continu d’une inte´grale. Afin d’exposer ge´ne´ralement le fonctionnement de cette
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me´thode, nous garderons la notation symbolique suivante :
L = F− ξG
Le proble`me d’optimisation est maintenant e´quivalent a` extre´miser L en fonction de
(U,α, ξ). La premie`re variation du lagrangien par rapport a` chacune de ces variables doit
eˆtre nulle :













– La variation par rapport a` ξ me`ne aux e´quations d’e´tat :
G = 0 (1.47)
Pour un vecteur de design α donne´, les e´tats U sont obtenus par les e´quations d’e´tats (1.47)
et les variables adjointes par les e´quations adjointes (1.45). Le gradient de la fonction objectif
















































Quelque soit le nombre de parame`tres, il n’y a qu’un seul proble`me adjoint a` re´soudre par
fonctionnelle.
Me´thode de l’e´quation des sensibilite´s
Pour le meˆme proble`me que pre´ce´demment et en reprenant les meˆmes notations, nous















Dans cette expression, DU/Dα est inconnu car la de´pendance des e´tats par rapport au de-
sign est implicite. La me´thode des sensibilite´s (appele´e aussi direct differentiation method)
consiste a` diffe´rentier les e´quations d’e´tats par rapport au parame`tre de design afin d’obtenir
les e´quations de sensibilite´. Il y a pour cela deux fac¸ons de proce´der. On peut discre´tiser les
e´quations d’e´tats puis diffe´rentier, il s’agit de la me´thode des sensibilite´s discre`tes. Les sen-
sibilite´s ainsi obtenues correspondent aux de´rive´es exactes de la solution discre`te du premier
proble`me. L’autre voie consiste a` diffe´rentier les e´quations d’e´tats pour obtenir un nouveau
syste`me d’e´quations diffe´rentielles qu’il nous reste a` discre´tiser. Il s’agit alors des sensibilite´s
continues discre´tise´es. Nous obtenons ainsi une approximation de la sensibilite´ de la solution
exacte du premier proble`me. Ge´ne´ralement, les deux me´thodes tendent vers le gradient exact
(Borggaard et Burns, 1997b; Borggaard, 1994; Borggaard et Burns, 1997a). Ces diffe´rentes
voies a` explorer sont de´taille´es pour l’e´lasticite´ line´aire par van Keulen et al. (2005). La
me´thode des sensibilite´s conduit a` un syste`me a` re´soudre par parame`tre de sensibilite´, peu
importe l’application qui en suivra.
Atouts de la me´thode de l’e´quation des sensibilite´s
Comme on vient de le voir, les sensibilite´s sont tre`s utiles en design optimal. Cependant,
leur domaine d’application s’e´tend bien au dela`. En effet, les sensibilite´s donnent une infor-
mation quantitative sur l’influence des parame`tres de´finissant le syste`me sur n’importe quelle
fonction de sortie (Turgeon, 2001). Ceci permet de classer les parame`tres par ordre d’influ-
ence. Les sensibilite´s permettent aussi de calculer tre`s rapidement des solutions voisines (par
l’interme´diaire d’une se´rie de Taylor au premier ordre). Elles permettent donc de pre´voir com-
ment le syste`me re´agira a` de le´gers changements des parame`tres, ces informations permettent
de mieux comprendre le fonctionnement global du syste`me. Une autre application de taille est
l’analyse d’incertitude. Les sensibilite´s permettent d’e´valuer l’incertitude sur une variable de
sortie a` partir de l’incertitude des parame`tres d’entre´e. Ces donne´es permettront par exemple
d’e´valuer la robustesse d’un design ou alors d’e´tablir des tole´rances de fabrication.
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1.4.2 Enjeux des sensibilite´s de l’interface
Les parame`tres de design peuvent eˆtre de deux natures. Les parame`tres dits “de valeur”
n’ont pas d’influence sur la forme du domaine, il peut s’agir d’une proprie´te´ physique du
fluide, d’une condition limite. La figure 1.3(a) illustre le cas ou` le parame`tre est la vitesse
d’entre´e pour l’e´coulement a` travers un canal. Les parame`tres “de forme” de´finissent la forme
du domaine, ce qui est assez courant en design optimal. Par exemple sur la figure 1.3(b), le
parame`tre est l’amplitude de la bosse sur la paroi infe´rieure du domaine. La ge´ome´trie du
domaine de´pend alors de ce parame`tre. La me´thode ge´ne´rale de re´solution du proble`me de
sensibilite´ est la meˆme pour chaque cas mais le traitement du parame`tre de forme demande









(b) Parame`tre de forme
Figure 1.3 Distinction entre parame`tre de valeur et parame`tre de forme.
Lorsqu’une interface est en jeu, la distinction entre les parame`tres de valeur et parame`tre
de forme est moins e´vidente. En effet, des parame`tres peuvent ne pas affecter directement
les frontie`res fixes du domaine et ne´anmoins avoir une influence sur la forme de l’interface.
Ces parame`tres se comporteront alors comme des parame`tres de forme. Ceci est illustre´ sur
la figure 1.4. Le parame`tre est la vitesse d’entre´e dans un canal dont une des parois est
de´formable. La forme de cette paroi est couple´e avec l’e´coulement dans son voisinage. Ainsi,
si la vitesse d’entre´e change, la forme de cette paroi sera modifie´e. La vitesse d’entre´e devient
donc un parame`tre de forme.
Me´thode adjointe sur domaine variable
Lorsque le domaine de´pend du parame`tre, la difficulte´ est de calculer les diffe´rents termes











Figure 1.4 Influence d’un parame`tre de design sur un domaine de´formable.






Il faut alors utiliser la me´thode des de´rive´es mate´rielles qui est expose´e par Delfour et Zole´sio
(2001) de manie`re ge´ne´rale et aussi par Haug et al. (1986), Cardoso et Arora (1989) ou Navar-
rina et al. (2000) dans le contexte de la me´canique des structures. Giannakoglou et Papadim-
itriou (2008) montrent comment ces difficulte´s se manifestent dans le cadre de proble`mes
inverses pour les e´quations d’Euler et pour les e´quations de Navier-Stokes. On ne recense
cependant pas beaucoup d’e´tudes de design optimal pour les syste`mes avec interfaces et la
me´thode adjointe. Les travaux de Gejadze et Copeland (2005) en sont un exemple, cependant
le calcul de l’interface se fait simplement par l’interme´diaire d’une fonction repre´sentant la
hauteur du fluide ce qui limite le champ d’application de la me´thode.
Me´thode des sensibilite´s sur domaine variable
Pour la me´thode des sensibilite´s, il s’agit de de´river les e´quations d’e´tats. Tout comme
dans le cadre de la me´canique des milieux continus, nous pouvons prendre soit un point de
vue eule´rien, c’est-a`-dire calculer les de´rive´es par rapport au vecteur de design en un point
fixe du domaine , soit un point de vue lagrangien, c’est-a`-dire calculer la de´rive´e totale des
e´tats, donc prendre un compte le changement de forme du domaine dans la de´rivation.
Formulation eule´rienne D’un point de vue eule´rien, il suffit de de´river formellement les
e´quations d’e´tats pour obtenir les de´rive´es partielles des e´tats par rapport au parame`tre. Par
exemple pour la vitesse d’un fluide u(x,α), nous calculons ∂u/∂α. Cependant, les conditions
aux limites en sensibilite´s sont donne´es par les de´rive´es mate´rielles des e´tats. Il faut donc
introduire les termes provenant de la transformation de la frontie`re due a` la variation du
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parame`tre de forme. Ces termes de´pendent des gradients en espace des e´tats, qui, calcule´s
nume´riquement, ne sont pas toujours pre´cis. Le de´fi pour cette me´thode est donc de calculer
avec pre´cision les gradients des e´tats a` la frontie`re pour obtenir de bonnes conditions aux
limites pour les sensibilite´s. Malgre´ cela, le point de vue eule´rien reste inte´ressant par sa
simplicite´ de mise en oeuvre nume´rique. En effet, contrairement a` la me´thode adjointe ou
au point de vue lagrangien, il n’est pas ne´cessaire de de´river des inte´grales dont le domaine
de´pend du parame`tre. De nombreuses applications en me´canique des fluides ont e´te´ faites
avec cette me´thode (Turgeon, 2001), en re´gime turbulent (DiCaro, 2007) ou en re´gime in-
stationnaire (Hristova et al., 2005). Cette me´thode a e´te´ utilise´e par Pestieau (2006) pour
les e´coulements multi-fluides. La me´thode pour le calcul de l’interface est une me´thode de
pseudo-concentration. Ainsi l’e´quation de la pseudo-concentration est de´rive´e pour trouver la
sensibilite´ de l’interface, ce qui permet de ne pas avoir a` traiter un domaine variable. Cepen-
dant, le proble`me classique des parame`tres de forme persiste et pour avoir une re´solution
pre´cise de l’interface, il a fallu utiliser des maillages tre`s fins dans son voisinage. Les sensi-
bilite´s eule´riennes ont e´te´ aussi utilise´es en interaction fluide-structure en re´gime non sta-
tionnaire par Etienne et al. (2007) avec une me´thode ALE pour le calcul des interfaces. La
formulation des conditions d’interface pour les sensibilite´s prend alors une forme assez com-
plique´e et ne´cessite l’e´valuation des de´rive´es spatiales d’ordre 2 de la vitesse a` l’interface qui
sont difficiles a` calculer pre´cise´ment.
Formulation lagrangienne En prenant un point de vue lagrangien, nous nous
inte´resserons au calcul des de´rive´es totales des e´tats par rapport au parame`tre, elles se com-
posent d’un terme lie´ a` la variation pure du parame`tre et un autre duˆ a` la modification du









Pour ce faire, il faut de´river les e´quations d’e´tat, sous leur forme forte ou sous leur forme
inte´grale, en tenant compte des variations de ge´ome´trie du domaine. Dans ces conditions, les
ope´rateurs de de´rivation par rapport au parame`tre et le gradient d’espace ou l’inte´gration sur
le domaine ne commutent pas puisque les coordonne´es d’espaces de´pendent du parame`tre. Il
apparaˆıt alors une vitesse de de´formation, connue uniquement sur les frontie`res, mais qui doit
eˆtre calcule´e dans tout le domaine. Il existe diffe´rentes techniques pour e´valuer cette vitesse.
La me´thode de la de´rive´e mate´rielle est beaucoup utilise´e. Des formulations ge´ne´rales ont e´te´
e´tablies par Delfour et Zole´sio (2001), Navarrina et al. (2000) et Tortorelli et Wang (1993). Le
point de vue lagrangien a e´te´ plutoˆt de´veloppe´ dans le cadre de la me´canique des structures.
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Les proble`mes de transfert thermique font l’objet des travaux de Dems (1987) et Kleiber et
Sluzalec (1996). Dans les travaux de Arora (1993), nous trouverons une formulation pour les
e´quations d’e´lasticite´ line´aire. Bobaru et Mukherjee (2001) ont effectue´ quelques simulations
nume´riques avec une me´thode de re´solution sans maillage (element-free Galerkin method).
Les sensibilite´s lagrangiennes ont e´te´ aussi de´veloppe´es dans le cadre de la me´canique de la
rupture par Taroco (2000) qui a aborde´ les sensibilite´s d’ordre 2 et pour l’optimisation d’arcs
plans par Choi (2002). Dans les travaux de Lee (1997), des e´quations inte´gro-diffe´rentielles
de bord (boundary integral equation formulation) sont utilise´es pour traiter des proble`mes
de solides e´lastiques axisyme´triques. En me´canique des fluides, nous noterons le travail de
Smith (1996) qui traite de l’e´coulement de polyme`res gouverne´ par les e´quations de Stokes.
Dans les travaux de Wang et al. (1996), les e´quations de Navier Stokes sont traite´es, avec une
technique de parame´trisation de domaine (Tortorelli et al., 1994) pour le calcul de la vitesse
de de´formation. D’autres approches mathe´matiquement complique´es ont e´te´ aborde´es par
Gao et al. (2007) en utilisant les de´rive´es de Piola (Boisgerault, 2000). Pour les e´coulements
avec interfaces, on notera les travaux de Lund et al. (2003) qui utilisent une formulation
discre`te et obtiennent de bons re´sultats. McDavid et Dantzig (1998) utilisent des sensibilite´s
lagrangiennes discre`tes pour re´soudre un proble`me de moulage avec une me´thode VOF pour
le calcul de l’interface. Cependant, la de´rivation de la fraction de fluide par rapport au
parame`tre est de´licate. Une formulation continue de l’e´quation des sensibilite´s lagrangiennes
a e´te´ de´veloppe´e pour les e´quations de Navier-Stokes par Charlot et al. (2009b). Au lieu
d’avoir recours a` une parame´trisation explicite du domaine, un pseudo-solide est introduit
pour calculer les vitesses de de´formation du domaine pre´sentes dans la formulation faible
du proble`me. De cette manie`re, la formulation se montre tre`s simple a` utiliser puisque les
conditions aux limites, contrairement a` la formulation eule´rienne, sont simples et exactes. Elle
donne aussi acce`s directement aux de´rive´es totales de l’e´coulement par rapport au parame`tre
d’inte´ret. Cette approche permet d’obtenir la meˆme pre´cision sur les sensibilite´s que sur
l’e´coulement. La formulation a e´galement fait ses preuves dans le contexte du design optimal.
Combine´e a` une parame´trisation NURBS (Charlot et al., 2009a), elle a mene´ aux meˆmes
re´sultats qu’une formulation eule´rienne, mais avec des maillages beaucoup plus grossiers (10
fois moins de noeuds). A` notre connaissance, une telle formulation n’a pas e´te´ utilise´e pour
le calcul des sensibilite´s des e´coulements avec interfaces.
1.5 Bilan
Les e´coulements avec interface ont suscite´ un grand inte´reˆt et de nombreuses me´thodes
nume´riques ont e´te´ de´veloppe´es pour calculer avec le plus de pre´cision possible la ge´ome´trie
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de l’interface. Cependant, peu de proble`mes d’optimisation ont e´te´ traite´s dans ce domaine
car les gradients de la solution par rapport aux divers parame`tres de design sont difficiles a`
e´valuer.
Les me´thodes de calcul des e´coulements sont tre`s varie´es. Les deux grandes cate´gories
sont les me´thodes a` maillage fixe et les me´thodes a` maillage mobile. Les me´thodes a` maillage
fixe sont relativement simples a` imple´menter et demandent simplement d’ajouter au syste`me
une e´quation de transport pour la fonction identifiant chaque zone de l’e´coulement et de
reconstruire ensuite la position de l’interface. Cependant, ces me´thodes demandent de nom-
breux traitements particuliers pour re´soudre cette e´quation avec le plus de pre´cision possible
pour assurer la conservation de la masse. Il peut s’agir de maillage adaptatif pour raffiner la
zone proche de l’interface ou d’algorithmes d’ordre plus e´leve´s. De plus, comme la position
de l’interface n’est pas explicitement connue, l’imposition de conditions limites a` l’interface
est complique´e.
Les me´thodes a` maillage mobile ne rencontrent pas ce genre de proble`me puisque l’in-
terface constitue une des frontie`res du domaine. Le maillage doit donc eˆtre de´forme´ pour
suivre l’e´volution de l’interface. Il s’agit la` d’un des principaux enjeux de ces me´thodes, de
trop grandes de´formations entraˆınent des distorsions des e´le´ments du maillage, voire des re-
tournements. Il faut donc remailler le domaine, ce qui est couˆteux mais en faisant appel a`
un remaillage adaptatif, ces couˆts peuvent eˆtre en partie compense´s par une ame´lioration
de la pre´cision de la solution. Ces me´thodes ne permettent cependant pas de traiter les
changements topologiques de l’interface (de´tachement de gouttelettes, etc. . .).
Les me´thodes d’analyse des e´coulements avec interface sont nume´riquement couˆteuses.
Dans ce contexte, l’analyse de sensibilite´ devient un outil tre`s utile. Les sensibilite´s permettent
d’obtenir une information quantitative sur l’influence des parame`tres sur n’importe quelle
variable de sortie et donc de caracte´riser le syste`me en fonction des parame`tres d’entre´e.
Elles facilitent ainsi la compre´hension des phe´nome`nes re´gissant ces syste`mes complexes.
Leur calcul de´pend de la me´thode choisie pour l’e´coulement.
Pour les me´thodes a` maillage fixe, une formulation eule´rienne est la plus adapte´e mais
ne permet pas de traiter avec exactitude les parame`tres de forme (Pestieau, 2006). La for-
mulation lagrangienne semble plus a` meˆme de re´soudre les proble`mes a` surface libre mais
la de´rivation de la fonction “indicatrice” sera complexe (McDavid et Dantzig, 1998). Si
l’e´coulement est re´solu graˆce a` une me´thode ALE, la formulation eule´rienne me`ne a` des
conditions aux limites complexes et qui ne peuvent pas eˆtre calcule´e exactement. En effet,
elles font intervenir les gradients des variables issus de la solution nume´rique (Etienne et al.,
2007). Celles-ci seraient par contre exactes et directes avec une formulation lagrangienne,
ce qui serait nume´riquement beaucoup moins couˆteux. Le point de vue lagrangien pour les
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sensibilite´s semble donc eˆtre le plus approprie´ pour traiter les proble`mes avec interface.
1.6 But et objectifs
Le but de ce projet est de de´velopper une me´thodologie robuste, rapide et efficace pour
la simulation d’e´coulements a` surface libre et pour la quantification pre´cise de l’influence
des parame`tres controˆlant la re´ponse de l’interface par le calcul des sensibilite´s. Nous allons
donc coupler la formulation ALE pour l’e´coulement avec une formulation lagrangienne pour
l’analyse de sensibilite´s. Pour atteindre ce but nous avons fixe´ les objectifs suivants :
1. Ge´ne´raliser la formulation et l’algorithme d’e´le´ments finis pour traiter les e´coulements
avec surface libre,
2. E´tendre la me´thode de l’e´quation des sensibilite´s lagrangiennes (de´veloppe´e pour les
e´coulements stationnaires) aux e´coulements instationnaires avec surface libre,
3. Ve´rifier la formulation et la me´thodologie avec des solutions analytiques obtenues par
la me´thode des solutions manufacture´es,
4. Valider l’approche en comparant nos re´sultats nume´riques a` des re´sultats
expe´rimentaux,
5. Appliquer la me´thodologie sur quelques exemples d’inte´reˆt pratique.
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CHAPITRE 2
CALCUL DE LA SURFACE LIBRE
Dans ce chapitre, nous allons de´tailler la mode´lisation adopte´e pour l’e´coulement et la
surface libre. Ensuite, nous de´crirons les me´thodes utilise´es pour re´soudre les e´quations.
Nous utiliserons la cine´matique eule´rienne-lagrangienne ge´ne´ralise´e (ALE) pour re´soudre les
e´quations de Navier-Stokes sur un domaine de´formable. Dans ce contexte, la forme faible
des e´quations de Navier-Stokes est e´crite sous forme conservative pour satisfaire la loi de
conservation ge´ome´trique. Ainsi, l’ordre du sche´ma d’inte´gration temporel sera le meˆme sur
maillage mobile que sur maillage fixe. Nous de´crirons ensuite les discre´tisations spatiales et
temporelles utilise´es ainsi que quelques de´tails d’imple´mentation de la me´thode.
2.1 Mode´lisation des e´coulements a` surface libre
2.1.1 E´quations de Navier-Stokes
On conside`re l’e´coulement laminaire d’un fluide incompressible et newtonien dans un
domaine Ω. Le mouvement du fluide est alors de´crit par les e´quations de Navier-Stokes :




+ ρ(u · ∇)u = −∇p+∇ · σ + f (2.2)
ou` σ est le tenseur des contraintes de´fini par
σ = −pI + τ = −pI + µ (∇u+∇uT )
avec τ le tenseur des contraintes visqueuses et I le tenseur me´trique.
2.1.2 Conditions limites pour la surface libre
Comme illustre´ sur la figure 2.1, la frontie`re ∂Ω du domaine fluide Ω est compose´e de :
– Γu ou` des conditions de Dirichlet sont impose´es
– Γt ou` des conditions de Neumann sont impose´es






Figure 2.1 Domaine fluide.
Dans le cas de la surface libre, on suppose que le fluide de l’autre coˆte´ de l’interface est non
visqueux. On supposera de plus que la pression de cet autre fluide est nulle (la pression e´tant
de´finie a` une constante pre`s, cette hypothese n’est pas restrictive). Dans notre e´tude nous
ne´gligerons les effets de tension superficielle. Dans ces conditions, il n’y a pas de transfert de
masse a` travers l’interface et les contraintes normales doivent eˆtre nulles a` la surface libre.
On obtient alors, si la surface libre est de´crite par une e´quation du type F (x, y, t) = 0 :
u = u sur Γu (2.3)






+ u∇F = 0 sur Γi (2.5)
σ · n = 0 sur Γi (2.6)
ou` n est le vecteur normal sortant a` la frontie`re.
2.2 Formulation lagrangienne-eule´rienne pour les proble`mes a` sur-
face libre
Lorsque l’on conside`re des e´coulements a` surface libre, le domaine fluide, c’est-a`-dire la
forme de la surface libre est une inconnue du proble`me. Pour simuler ces e´coulements, nous
choisissons une cine´matique eule´rienne-lagrangienne pour laquelle le domaine de calcul suit les
de´formations du domaine fluide. Dans cette section nous allons donc pre´senter la formulation
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utilise´e et les e´quations a` re´soudre dans ce contexte.
2.2.1 Description eule´rienne-lagrangienne
Conside´rons un domaine mate´riel Ωz et la transformation φt qui a` tout temps t associe le
domaine Ωz au domaine Ωy. Ainsi Ωy est la configuration courante du domaine Ωz. A` un point
z de Ωz est associe´ le point y de Ωy tel que y = φt(z). On introduit un domaine de re´fe´rence
Ωx et la transformation φˆt telle que y = φˆt(x). Alors on a aussi x = ψt(z) = φˆ
−1
t (φt(z)). Ces













Figure 2.2 Domaines et transformations pour la description eule´rienne-lagrangienne arbi-
traire.












On de´finit u =
∂φt
∂t




du point de re´fe´rence x. Graˆce a` l’e´quation (2.7) et en appliquant le the´ore`me des fonctions






+ ((u− vm)∇)u) (2.8)
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ou` ∂u/∂t est le changement de la vitesse mate´rielle pour un observateur situe´ dans le repe`re
de re´fe´rence. L’e´quation (2.8) est l’e´quation fondamentale de la formulation lagrangienne
eule´rienne. On remarque que si vm = 0 on retrouve la formulation eule´rienne et si vm = u
la formulation devient purement lagrangienne.
2.2.2 E´quations de l’e´coulement et conditions limites en formulation ALE
D’apre`s le paragraphe pre´ce´dent, nous pouvons a` pre´sent e´crire les e´quations de Navier-
Stokes de la fac¸on suivante :




+ ρ((u− vm) · ∇)u = −∇p +∇ · τ (u)− ρgez + f (2.10)
L’introduction de la vitesse de maille vm permet d’e´crire les conditions aux limites avec les
conditions de surface libre de la manie`re suivante :
u = u sur Γu (2.11)
−pnα + τ (u) · n = tf sur Γt (2.12)
(u− vm) · n = 0 sur Γi (2.13)
σ · n = 0 sur Γi (2.14)
2.2.3 Approche pseudo-solide
Dans l’approche adopte´e, le domaine se de´forme avec la forme de la surface libre. La
de´formation du domaine est calcule´e avec l’approche pseudo-solide propose´e par Sackinger
et al. (1996). Cette me´thode consiste a` supposer que le domaine se de´forme comme une
structure e´lastique. On choisit arbitrairement les coefficients de Lame´ λps et µps pour le







(∇χ+∇Tχ) I + µps (∇χ+∇Tχ)
)
= 0 in Ω (2.15)
Les conditions aux limites sont donne´es par les e´quations (2.13) et (2.14) sur la surface
libre. Il en re´sulte alors trois e´quations ( la condition (2.14) e´tant vectorielle) pour quatre
inconnues : u = (u, v) et χ = (ξ, η). Il manque donc une e´quation pour que le syste`me
puisse eˆtre re´solu. En effet ces trois e´quations permettent de calculer la vitesse a` l’interface
ainsi que sa forme, la solution de F (x, y, t) = 0. L’information manquante est la fac¸on dont
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les points sont re´partis sur la frontie`re. Cette information n’a pas de signification physique,
elle fait partie de l’artifice de calcul de la me´thode pseudo-solide. Nous choisissons donc une
re´partition telle qu’en tout temps, l’abscisse curviligne normalise´e des points sur la surface










Figure 2.3 De´formation des segments situe´s sur la surface libre.
libre : le rapport entre la longueur courante et la longueur initiale des areˆtes de part et d’autre
d’un point de la surface doit eˆtre le meˆme. Ainsi, en utilisant les notations de la figure 2.3,







ou` l− et l+ sont les longueurs initiales des areˆtes et L− and L+ sont les longueurs courantes.
On prendra le carre´ de cette expression, donc pour le nœud i, de coordonne´es (xi, yi) sur
le domaine non de´forme´ et dont le de´placement est (ξi, ηi), on a
(xi + ξi − xi−1 − ξi−1)2 + (yi + ηi − yi−1 − ηi−1)2
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2
=
(xi+1 + ξi+1 − xi − ξi)2 + (yi+1 + ηi+1 − yi − ηi)2
(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (2.17)
Ailleurs le de´placement du pseudo-solide doit eˆtre tangent aux frontie`res.
2.3 Me´thodes nume´riques
Nous allons maintenant pre´senter les me´thodes nume´riques utilise´es pour re´soudre
le proble`me de´crit dans la section pre´ce´dente. La principale difficulte´ est la re´solution
des e´quations de Navier-Stokes instationnaires sur un domaine dont la forme de´pend de
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l’e´coulement par les conditions (2.13) et (2.14). Nous allons donc ici de´crire les outils utilise´s.
Il faut tout d’abord e´tablir une formulation variationnelle qui permette de satisfaire la loi de
conservation ge´ome´trique (GCL). Nous de´crirons ensuite brie`vement la me´thode des e´le´ments
finis utilise´e pour la re´solution spatiale. Dans certains cas, des oscillations nume´riques peu-
vent apparaˆıtre, il faut alors stabiliser les e´quations. Nous pre´senterons ensuite les sche´mas
utilise´s pour l’inte´gration temporelle et nous finirons par la me´thode de re´solution globale
des e´quations.
2.3.1 Formulation variationnelle
Nous devons adopter une formulation qui permette de satisfaire la loi de conservation
ge´ome´trique (GCL). Rappelons que la GCL a trois significations :
– la solution est exacte sur un maillage mobile dans le cas ou` il n’y a pas d’e´coulement,
– la solution est exacte sur un maillage mobile dans le cas ou` l’e´coulement est uniforme,
– le sche´ma d’inte´gration en temps a le meˆme taux de convergence sur le maillage mobile
que sur le maillage fixe.
D’apre`s Etienne et al. (2009b), la formulation conservative suivante doit eˆtre adopte´e. Soient
δu et δp des fonctions tests admissibles pour la vitesse et la pression, la forme faible du
proble`me associe´e aux e´quations (2.9) et (2.10) est
∫
Ω(t)





ρu · δu dΩ−
∫
Ω(t)
(∇ · vm)ρu · δu dΩ+
∫
Ω(t)




σ : ∇δu dΩ =
∫
Ω(t)
f · δu dΩ+
∫
Γ(t)
(τ − pI) ·n · δu dΓ (2.19)
Pour satisfaire la GCL, la vitesse de maille et sa divergence doivent eˆtre e´value´es de fac¸on
consistante avec le sche´ma d’inte´gration temporelle. Leurs expressions seront de´taille´es a` la
section 2.3.4.
2.3.2 Me´thode des e´le´ments finis
Le domaine est de´compose´ en Ne e´le´ments comprenant chacun Nu nœuds pour la vitesse
et Np nœuds pour la pression. Sur chaque e´le´ment, la solution est approche´e de la manie`re
suivante :







ou` ui est la solution nume´rique au nœud i de l’e´le´ment conside´re´ et les fonctions N
u
i sont
les fonctions d’interpolation de l’e´le´ment pour la vitesse, Nu est le nombre de fonctions
d’interpolation. La pression et la vitesse de de´formation du domaine sont approxime´es de
manie`re analogue :











La me´thode de Galerkin consiste alors a` choisir successivement chaque fonction d’interpo-
lation comme fonction test dans la forme faible. Nous utiliserons une formulation mixte.
La pression est alors un multiplicateur de Lagrange qui permet d’imposer la condition
d’incompressibilite´. Les inconnues en vitesse et en pression sont donc lie´es et le choix des
fonctions d’interpolation doit alors eˆtre fait avec pre´caution. En effet, pour que le syste`me
puisse eˆtre re´solu correctement, il suffit que les interpolants satisfassent la condition LBB
(Ladyshenskaya-Babusˇka-Brezzi) qui peut s’e´noncer de la fac¸on suivante. Soient u un champ
de vitesse continu et diffe´rentiable sur un domaine R et uh son approximation discre`te,
l’e´le´ment satisfait la condition de Brezzi si u et uh ont la meˆme projection de la diver-
gence dans l’espace des pressions. De nombreux types d’e´le´ments peuvent eˆtre utilise´s, nous
utiliserons les e´le´ments triangulaires suivants.
E´le´ment de Taylor-Hood d’ordre 2 (P2-P1) Cet e´le´ment a 6 nœuds en vitesse et 3
nœuds en pression. La vitesse est donc quadratique par e´le´ment et continue, et la pression
est line´aire et continue. Les nœuds en vitesse et en pression sont place´s comme illustre´ sur la
figure 2.4. La discre´tisation du pseudo-de´placement est la meˆme que la vitesse. Cet e´le´ment
satisfait la condition de Brezzi-Babusˇka.
E´le´ments P1-P1 Cet e´le´ment a 3 nœuds en vitesse et 3 nœuds en pression. La vitesse et la
pression sont donc line´aires par e´le´ment et continue. L’emplacement des nœuds est repre´sente´
sur la figure 2.5.
Cet e´le´ment ne satisfait pas la condition de Brezzi-Babusˇka. Son utilisation peut mener
a` une mauvaise re´solution de la pression. Ceci peut eˆtre corrige´ en utilisant un stabilisation
adapte´e telle que de´crite dans la section suivante.
2.3.3 Stabilisation des e´quations de Navier-Stokes
Dans certains cas, la solution e´le´ments finis peut pre´senter des oscillations nume´riques. Il
faut alors stabiliser les e´quations de Navier-Stokes pour palier ce proble`me. Les oscillations
nume´riques peuvent avoir plusieurs origines : des instabilite´s convectives qui se produisent
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noeuds pour la pression
et le deplacement
noeuds pour la vitesse
Figure 2.4 E´le´ment de Taylor-Hood.
noeuds pour la pressionnoeuds pour la vitesse
et le deplacement
Figure 2.5 E´le´ment P1-P1.
lorsque le nombre de Reynolds est e´leve´ ou des instabilite´s dues au type d’e´le´ment qui ne
respecte pas la condition de Brezzi. Les techniques de stabilisation ont e´te´ essentiellement
de´veloppe´es pour des interpolants line´aires, il existe peu de me´thodes e´prouve´es pour les
interpolants quadratiques. Nous n’utiliserons donc pas de stabilisation avec les e´le´ments de
Taylor-Hood. Nous utiliserons les trois types de stabilisation suivants : la stabilisation SUPG
pour les instabilite´s convectives, la stabilisation PSPG pour se passer de la condition de
Brezzi et la stabilisation de la condition d’incompressibilite´.
Stabilisation Streamline Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG)
Le but est d’e´viter les oscillations nume´riques apparaissant lorsque les phe´nome`nes con-
vectifs dominent les phe´nome`nes diffusifs. En modifiant les fonctions test pour l’e´quation de
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la conservation de la quantite´ de mouvement, de la diffusion artificielle est ajoute´e dans la
direction de l’e´coulement (Brooks et Hughes, 1982). Elle peut eˆtre interpre´te´e comme une
modification de la fonction test pour la vitesse. La nouvelle fonction test δu˜ a alors pour
expression :
δu˜ = δu+ τSUPG(u · ∇)δu (2.22)
Remarquons que la solution exacte est toujours solution de la forme stabilise´e. Cette forme
est valable pour des maillages fixes, pour les maillages mobiles en formulation ALE, il faut
corriger la vitesse de convection et on obtient :
δu˜ = δu+ τSUPG((u− vm) · ∇)δu (2.23)
Stabilisation Pressure-stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG)
La stabilisation PSPG est utilise´e avec les e´le´ments qui ne satisfont pas la condi-
tion de Brezzi pour les rendre stables. Comme pour la stabilisation SUPG, des termes
supple´mentaires sont ajoute´s et peuvent s’interpre´ter comme une modification de la fonc-





ou` δp est la fonction test pour la pression.
Stabilisation de la contrainte d’incompressibilite´
Cette dernie`re forme concerne la contrainte d’incompressibilite´. Les termes a` ajouter sont
base´s sur les termes de stabilisation aux moindres carre´s pour rendre le calcul plus robuste
(Aliabadi et Tezduyar, 2000) et ont l’expression suivante :
∫
Ω
τCONT∇ · δuρ∇ · u (2.25)
Choix des parame`tres
Il faut maintenant pre´ciser l’expression des coefficients τSUPG, τPSPG et τCONT . Ils sont
de´finis par e´le´ment. Souvent, les coefficients τSUPG et τPSPG sont les meˆmes. Il est montre´
dans le livre de Thomasset (1981) qu’il existe un coefficient optimal pour des proble`mes










ou` h repre´sente la taille caracte´ristique de l’e´le´ment, ν est la viscosite´ cine´matique et Re est
le nombre de Reynolds local : Re =
2ρ‖u‖h
ν
Plusieurs ge´ne´ralisations existent pour les proble`mes 2D. Nous nous appuierons sur les
travaux de Tezduyar et Osawa (2000) et de Verdier (2008). Ainsi nous choisissons les coeffi-
cients suivants :











Ici u repre´sente la vitesse de convection, donc en formulation ALE, on obtient :











Le terme en ∆t provient de la formulation espace-temps utilise´e par Tezduyar et Osawa
(2000). Il ne s’applique pas pour notre formulation, on a cependant remarque´ qu’il contribuait
a` une meilleure convergence dans certains cas. Cependant, la solution de´pend alors du pas
de temps.
Pour la stabilisation de la contrainte d’incompressibilite´, on choisit le coefficient propose´





‖u− vm‖min(1, Re/3) (2.29)
La taille de l’e´le´ment peut elle aussi eˆtre calcule´e de diffe´rentes fac¸ons. On peut par
exemple choisir pour la taille caracte´ristique de l’e´le´ment h, la longueur du coˆte´ du triangle
e´quilate´ral qui aurait la meˆme aire que l’e´le´ment conside´re´. On notera cette longueur hc. Une
autre possibilite´ a e´te´ propose´e par Tezduyar et Osawa (2000) et reprise par Verdier (2008).
Elle consiste a` prendre en compte la direction de l’e´coulement dans le calcul de la taille. La











La vitesse conside´re´e e´tant encore la vitesse de convection, sur un maillage mobile, cette taille
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La longueur hUGN sera utilise´e pour le calcul de τSUPG, pour les autres coefficients, on utilisera
la longueur hc, cette combinaison s’ave´rant la plus robuste.
Formulation stabilise´e des e´quations de Navier-Stokes
En regroupant ces trois stabilisations, on obtient le syste`me suivant :
∫
Ω










+ ρ((u− vm) · ∇)u−∇ · σ − f
)





ρu · δu dΩ−
∫
Ω
(∇ · vm)ρu · δu dΩ+
∫
Ω




σ : ∇δu dΩ−
∫
Ω
f · δu dΩ−
∫
Γ















τCONT∇ · δuρ∇ · u dΩ = 0 (2.33)
Nous utiliserons ces e´quations avec les e´le´ments P1-P1. Avec les e´le´ments de Taylor-Hood,
nous utiliserons les e´quations (2.10). Il nous faudra ve´rifier si la forme stabilise´e satisfait la
GCL.
2.3.4 Inte´gration temporelle et vitesse de maille
Pour l’inte´gration temporelle, nous utiliserons des sche´mas de Runge-Kutta d’ordre e´leve´
puisque si la GCL est satisfaite, les ordres de convergence seront conserve´s sur maillage
mobile. Soit l’e´quation diffe´rentielle ordinaire suivante : y′ = f(y, t), la formulation ge´ne´rale









(n+cj)) pout i = 1, · · · , s (2.34)








ou` s est le nombre de sous-niveaux, t(n+cj) = t(n) + cj∆t et y
(n+ci)
∗ est la solution e´value´e au
temps interme´diaire t(n+ci). Ceci peut se re´sumer sous forme de tableau de Butcher :





cs as1 · · · ass
b1 · · · bs
Nous utiliserons deux sche´mas implicites de Runge-Kutta.
– le sche´ma de Radau IIA3, note´ IRK32, pre´cis a` l’ordre 3 pour la vitesse et a` l’ordre 2
pour la pression. Ce sche´ma compte au total 2 niveaux.
– le sche´ma de Radau IIA5, note´ IRK53, pre´cis a` l’ordre 5 pour la vitesse et a` l’ordre 3
pour la pression. Ce sche´ma compte au total 3 niveaux.
L’ordre de convergence pour la pression est plus faible car la pression est traite´e comme





(4−√6)/10 (88− 7√6)/360 (296− 169√6)/1800 (−2 + 3√6)/225
(4 +
√
6)/10 (296− 169√6)/1800 (88 + 7√6)/360 (−2− 3√6)/225
1 (16−√6)/36 (16 +√6)/36 1/9
IRK53 (16−√6)/36 (16 +√6)/36 1/9
Nous utiliserons aussi le sche´ma d’Euler implicite ou Radau IIA1, qui est aussi un sche´ma
de Runge-Kutta. Il s’exprime de la fac¸on suivante :
y(n+1) = y(n) +∆tf(y(n+1), t(n+1)) (2.36)
ou avec le tableau de Butcher suivant
1 1
IRK11 1
Son taux de convergence est de 1 pour la vitesse et pour la pression, nous le noterons IRK11.
Pour les sche´mas utilise´s, on a asj = bj et la matrice des coefficients (aij) est inversible.
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Pour que la GCL soit satisfaite, l’e´valuation de la vitesse de maille et de sa divergence
doivent eˆtre consistantes avec le sche´ma d’inte´gration temporelle. La vitesse de maille et sa di-
vergence peuvent eˆtre e´value´es inde´pendamment, nous reprenons les expressions de´veloppe´es
par Etienne et al. (2009b). Pour la divergence de la vitesse de maille, nous utilisons la formule
suivante :




J (n+ck) − J (n)
∆tJ (n+cj)
, j = 1, · · · , s (2.37)
ou` J (t) est le jacobien de la transformation entre le domaine de re´fe´rence Ω0 et le domaine
de´forme´ Ω(t). Cette formule est valable seulement si la matrice A = (aij) est inversible.








, j = 1, · · · , s (2.38)
L’utilisation de ces deux formules et de la forme conservative pour la forme faible des
e´quations de Navier-Stokes permet de satisfaire la GCL (Etienne et al., 2009b).
2.3.5 Me´thode de re´solution
Nous utilisons une strate´gie monolithique couplant tous les degre´s de liberte´ : la
vitesse, la pression et le de´placement du pseudo-solide. La discre´tisation e´le´ments finis et
la discre´tisation temporelle me`nent a` un syste`me d’e´quations alge´briques non line´aires, note´
R(U) = 0 ou` U est le vecteur des inconnues. Ce syste`me est line´arise´ avec une me´thode de
Newton-Raphson. Dans cette me´thode ite´rative, on re´sout
∂R(Un)
∂U
δU = −R(Un) (2.39)
et on actualise la solution : Un+1 = Un + δU . La matrice jacobienne ∂R(Un)/∂U est







Le syste`me re´sultant est re´solu avec le solveur direct pour matrices creuses Pardiso (Schenk
et Ga¨rtner, 2004, 2006) .
45
2.4 Imple´mentation de la me´thode
Nous avons inte´gre´ notre me´thode a` un code d’e´le´ments finis fluide-structure. Nous
soulignons dans cette section quelques de´tails d’imple´mentation des conditions de surface
libre et de la stabilisation avec les sche´mas de Runge-Kutta.
2.4.1 Imple´mentation des conditions de surface libre
Pour les nœuds situe´s sur la surface libre, les re´sidus correspondants aux e´quations de
Navier-Stokes sont inchange´s (re´sidus correspondant a` la vitesse), ce qui impose au sens
faible des contraintes nulles sur toute la surface. On change les re´sidus du pseudo-solide pour
imposer les conditions de surface libre (2.13) and (2.16), appele´es par Sackinger et al. (1996)
les distinguish conditions. Si Rx et Ry sont les re´sidus du pseudo-solide pour un point de la











Ry = (u− vm) · n (2.42)
ou` u est la vitesse nodale et n = L−n− + L+n+. Il n’est pas ne´cessaire de normer l’expression
de la normale.
Cas de l’e´le´ment de Taylor-Hood : Noeud au milieu des segments de frontie`re
Si le nœud conside´re´ se trouve au milieu d’un segment si, comme la de´forme´e de l’areˆte doit
rester un segment, il faut imposer a` ce nœud de rester au milieu des deux autres. Cependant
les conditions dynamiques et cine´matiques de surface libre doivent eˆtre respecte´es (contraintes
nulles et flux nul a` travers l’interface). Sans changer les re´sidus correspondants aux e´quations
de Navier-Stokes, on impose :
Rx = ξm − 0, 5(ξ1 + ξ2) (2.43)
Ry = ηm − 0, 5(η1 + η2) (2.44)
ou` l’indice m de´signe le nœud milieu et les indices 1 et 2 les extre´mite´s du segment
conside´re´.(voir figure 2.6)
La condition de tangence n’est alors pas satisfaite. On l’impose comme une contrainte en
introduisant un multiplicateur de Lagrange par segment λsi. La discre´tisation du multiplica-
teur est donc P0, constante par e´le´ment. La contrainte a` respecter est Gsi = (u−vm) ·n = 0.





Figure 2.6 Segment de surface libre.
fonctionnelle I par rapport aux variables U de l’e´coulement. En ajoutant la contrainte, on
cherche alors a` minimiser I − λG.






Le premier terme correspond a` la forme faible des e´quations de Navier-Stokes.
– Minimisation par rapport a` λ : G = 0
Il suffit donc d’ajouter ces e´quations aux re´sidus pour satisfaire a` la fois les conditions de
surface libre et les contraintes ge´ome´triques de l’e´le´ment pour le nœud au milieu du segment.
2.4.2 Imple´mentation des sche´mas d’inte´gration de Runge-Kutta
Nous allons a` pre´sent donner quelques de´tails sur l’imple´mentation des sche´mas de Runge-
Kutta qui demande une attention particulie`re. Reprenons l’expression ge´ne´rale des sche´mas









(n+cj)) pour i = 1, · · · , s (2.46)








Avec les e´le´ments de Taylor-Hood, c’est a` dire sans les termes de stabilisation, on doit
discre´tiser l’e´quation (2.10). En combinant le sche´ma et l’e´quation, on obtient
(∫
Ω














(∇ · vm)ρu · δu dΩ−
∫
Ω




σ : ∇δu dΩ
∫
Ω
f · δu dΩ +
∫
Γ
(τ − pI) ·n · δu dΓ
)(n+cj)
(2.49)
Dans ce cas, la vitesse de maille doit eˆtre e´value´e de manie`re consistante avec le sche´ma, c’est
a` dire avec l’e´quation (2.38).
Avec la forme stabilise´e des e´quations de Navier-Stokes, cette approche n’est plus possible
car la de´rive´e temporelle de la vitesse apparaˆıt dans les termes additionnels par les termes :
∫
Ω


















L’approche pre´ce´dente ne peut donc pas s’appliquer. Il faut proce´der autrement, en reformu-
lant le sche´ma de Runge-Kutta. Reprenons le cas d’une e´quation diffe´rentielle ordinaire de
type y′(t) = f(y, t). L’e´criture classique du sche´ma est alors




(n+cj), t(n+cj)) pour i = 1, · · · , s (2.51)
On conside`re A la matrice de composantes Aij = aij , Y et Y
′ les vecteurs tels que Yj = y
(n+cj)
et Y ′j = y
′(t(n+cj)) et le vecteur Y n de coordonne´es Y nj = y
(n).







(n+cj), t(n+cj)) pour i = 1, · · · , s (2.52)









j pour i = 1, · · · , s (2.53)
qui peut se re´e´crire sous la forme vectorielle :
Y = Y n +∆tAY ′ (2.54)
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Si le tableau de Butcher est inversible, donc si A est inversible, on a
Y ′ = A−1
(




Cette expression permet d’e´crire toutes les de´rive´es temporelles de manie`re consistante
avec le sche´ma. On remarque que cette expression est bien cohe´rente avec l’e´quation (2.38)
qui permettait d’e´valuer la vitesse de maille, c’est a` dire la de´rive´e temporelle du pseudo-
de´placement. On peut donc re´soudre les e´quations stabilise´es (2.32) et (2.33) pour chaque















































Dans ce chapitre, nous avons de´crit la mode´lisation choisie pour la surface libre et les
me´thodes utilise´es pour re´soudre les e´quations de la mode´lisation sur maillage mobile. La
description ALE permet une grande flexibilite´ quant au choix de la de´formation du maillage
tout en garantissant la conservation de la masse. La de´formation du maillage pouvant provo-
quer une perte d’ordre de convergence temporel, nous avons choisi une formulation respectant
la GCL pour utiliser des sche´mas de Runge-Kutta d’ordre e´leve´. Enfin, pour les calculs a` haut
nombre de Reynolds, nous avons recours aux e´le´ments P1-P1 avec une stabilisation de type
SUPG/PSPG adapte´e a` la formulation ALE.




ME´THODE DES SENSIBILITE´S LAGRANGIENNES
La me´thode des sensibilite´s lagrangiennes a e´te´ de´veloppe´e et ve´rifie´e en de´tail dans
Charlot (2008) pour les e´coulements stationnaires et laminaires. Nous allons donc ici rap-
peler comment sont e´tablies les e´quation des sensibilite´s lagrangiennes et de´river ensuite les
e´quations des sensibilite´s correspondant a` la me´thode expose´e au chapitre 2. Il faudra donc
e´tendre les e´quations pre´sente´es dans Charlot (2008) au cas des e´coulements instationnaires
en formulation ALE, donc sur maillages mobiles. Nous de´riverons ensuite les conditions aux
limites pour les sensibilite´s a` la surface libre.
3.1 Me´thode de l’e´quation des sensibilite´s lagrangiennes
La sensibilite´ lagrangienne d’une variable est sa de´rive´e totale ou mate´rielle par rapport
au parame`tre d’inte´reˆt. En effet, les variables pre´sentent a` la fois une de´pendance explicite par
rapport au parame`tre (qui peut s’exprimer par sa de´rive´e partielle par rapport au parame`tre)
et une de´pendance implicite par les variables spatiales. En effet, si le parame`tre affecte la
ge´ome´trie du domaine, les variables spatiales de´pendent du parame`tre. Ainsi, si on conside`re
le champ de vitesse u, on peut e´crire u = u(x(α), α, t). La sensibilite´ lagrangienne de la






u(x(α + δα), α+ δα)− u(x(α), α)
δα
(3.1)
3.1.1 E´tablissement de la forme faible des e´quations des sensibilite´s lagrangien-
nes
Les e´quations des sensibilite´s lagrangiennes sont obtenues en de´rivant la forme faible des
e´quations de Navier-Stokes (2.18) et (2.19) par rapport au parame`tre d’inte´reˆt que nous
noterons α. Cette de´rivation n’est pas triviale car le domaine Ω de´pend du parame`tre, ainsi,
nous le noterons Ωα. Il faut donc introduire une transformation entre le domaine de re´fe´rence
Ω0 et le domaine courant de´forme´ Ωα dont la forme de´pend du parame`tre.
Me´thode ge´ne´rale
On note Φˆ la transformation entre le domaine de re´fe´rence et le domaine courant comme
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Ω0
(x , y )0 0
Ω α
(x , y )α αΦ
^
Φ^−1
Figure 3.1 De´formation du domaine.
le montre la figure 3.1. Cette transformation de´pend du temps et du parame`tre, ces deux
variables e´tant inde´pendantes. Pour obtenir les e´quations des sensibilite´s, la forme faible des
e´quations de l’e´coulement est exprime´e sur la configuration de re´fe´rence Ω0 qui ne de´pend pas
du parame`tre α. Ainsi, l’ope´ration de de´rivation et d’inte´gration sur le domaine commutent et
on peut de´river directement la fonction a` inte´grer par rapport a` α. On peut ensuite revenir au
domaine courant Ωα, ce qui donne la forme faible des e´quations des sensibilite´s. Ces ope´rations
ne´cessitent la manipulation de la transformation et d’ope´rateurs diffe´rentiels (gradient et
divergence) exprime´s sur diffe´rents domaines. Les de´veloppements mathe´matiques associe´s
ont e´te´ de´crits par Delfour et Zole´sio (2001) et Tortorelli et Wang (1993). On donnera les
composantes des tenseurs dans une base orthonormale et on utilisera la double contraction
de´finie pour des tenseurs d’ordre 2 :






Ainsi, on utilisera pour les transformation d’espace les notations suivantes :
– Le tenseur des de´formations :













Le de´terminant de F est le jacobien de la transformation et est de´fini de la fac¸on
suivante :












– La vitesse de de´formation est la de´rive´e de la transformation par rapport au parame`tre
α.
V α(x, α, t) =
∂φˆ(x, α, t)
∂α
On a alors l’e´galite´ suivante :
∂F
∂α













Nous pre´sentons maintenant quelques formules utiles pour obtenir les e´quations des sen-
sibilite´s lagrangiennes :
– De´rive´e du jacobien de la transformation :
Son expression diffe`re selon le domaine conside´re´ :
Sur le domaine de re´fe´rence :
∂J
∂α
= ∇V α : JF−1 (3.6)
Sur le domaine de´forme´ :
DJα
Dα
= Jα∇α · V α (3.7)
– Ope´rateurs gradients et divergence :
Ces ope´rateurs font intervenir les de´rive´es spatiales du champ sur lequel ils s’ap-
pliquent, leur expression de´pend donc du domaine sur lequel ils sont exprime´s. Soient
fα(xα, α) la repre´sentation d’un champ vectoriel sur le domaine de´forme´ Ωα et f(x, α)
la repre´sentation de ce meˆme champ sur le domaine de re´fe´rence Ω0. La divergence et
le gradient de fα s’expriment en fonction de ceux de f de la fac¸on suivante :
∇α · fα = F−1 : ∇f (3.8)
∇αfα = ∇f · F−1 (3.9)
– Formule de Nanson (Delfour et Zole´sio, 2001) :
Cette formule est tre`s utile pour traiter le passage des inte´grales de bord d’un domaine
a` l’autre. ∫
Γα
fα(xα, yα) nαdΓα =
∫
Γ0
f(x, y) JF−T · n0dΓ0 (3.10)
ou` f est un champ vectoriel ou une fonction scalaire
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= ∇α · V α (3.12)
Exemple de l’e´quation de continuite´
Pour illustrer le processus de´crit pre´ce´demment, nous pre´sentons ici la me´thode pour
l’e´quation de continuite´. Soit δp une fonction test admissible pour la pression. La forme
faible de l’e´quation de continuite´ est alors :
∫
Ωα
∇α · u δp dΩα = 0
1. On exprime cette inte´grale sur le domaine de re´fe´rence Ω0 :∫
Ω0
F−1 : ∇u δp JdΩ0 = 0



























3. On revient sur le domaine de´forme´ et on obtient l’e´quation des sensibilite´s correspon-
dant a` la continuite´∫
Ωα
(∇α · Su−∇αV α : ∇αu+∇α · u∇α · V α) δp dΩα = 0 (3.14)
On remarque que l’e´quation (3.14) fait intervenir la vitesse de de´formation V α qui est
l’e´quivalent continu des sensibilite´s de maille rencontre´es dans les approches discre`tes, ou`
la discre´tisation des e´quations pre´ce`de la de´rivation.
Calcul de la vitesse de de´formation
La me´thode est applique´e de la meˆme manie`re pour l’e´quation du mouvement. La vitesse de
de´formation apparaˆıt aussi dans cette e´quation. La vitesse de de´formation V α est connue
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sur les parties de la frontie`res qui de´pendent du parame`tre, mais il faut la connaˆıtre sur tout
le domaine pour pouvoir re´soudre les e´quations. La de´finition de la vitesse de de´formation
a` l’inte´rieur du domaine est donc arbitraire et il y a beaucoup de fac¸ons de proce´der. Dans
le contexte de la description ALE pour l’e´coulement, il est naturel d’utiliser la sensibilite´
du pseudo-de´placement. Les e´quations d’e´lasticite´ line´aires e´tant lagrangiennes, c’est-a`-dire
exprime´es sur le domaine non de´forme´, leur de´rivation par rapport au parame`tre α est triviale.
Comme les coefficients de Lame´ pour le pseudo-solide sont arbitraires, leur sensibilite´ par






(∇V α+∇TV α)+ µps (∇V α+∇TV α)
)
= 0 dans Ω
Les conditions limites correspondantes sont
V α = V α sur ∂Ω
ou` V α est la vitesse de de´formation aux frontie`res du proble`me. Cette approche a l’avantage
de rester tre`s ge´ne´rale et de permettre le traitement de ge´ome´tries complexes.
3.1.2 Conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann
Le proble`me associe´ aux sensibilite´s doit maintenant eˆtre ferme´ par les conditions aux





















+∇ · V α tf −tf(∇V α · n) · n
) · δu dΓα (3.16)
Contrairement aux sensibilite´s eule´riennes (Pelletier et al., 2008), ces conditions sont tre`s
simples et exactes.
Nous avons donc de´crit de fac¸on ge´ne´rale comment les e´quations des sensibilite´s lagran-
giennes sont obtenues. Le de´tail des e´quations pour le re´gime stationnaire a de´ja` e´te´ pre´sente´
(Charlot, 2008). Nous allons a` pre´sent de´velopper les e´quations pour le cas des e´coulements
instationnaires sur maillage mobile.
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3.2 Sensibilite´s lagrangiennes instationnaires sur maillage mobile
Le traitement des termes instationnaires demande une attention particulie`re lorsque le
maillage se de´forme. Tout comme l’e´coulement, les sensibilite´s doivent respecter la GCL, c’est-
a`-dire que l’ordre de convergence du sche´ma temporel doit eˆtre le meˆme sur maillage mobile
que sur maillage fixe. Pour cela, comme pour l’e´coulement, il faut e´crire la forme faible sous
forme conservative. Pour cela, il existe plusieurs approches menant au meˆme re´sultat. Par
exemple, on peut prendre comme point de de´part la forme faible de l’e´coulement e´crite sous
forme conservative et proce´der comme explique´ a` la section pre´ce´dente. Une autre possibilite´
consiste a` partir de la forme non conservative pour l’e´coulement, de´river par rapport au
parame`tre et mettre le re´sultat obtenu sous forme conservative. Ces deux possibilite´s me`nent
au meˆme re´sultat car la de´rivation par rapport au temps et par rapport au parame`tre de
forme commutent, le temps et le parame`tre e´tant inde´pendant l’un de l’autre. En partant de













ρu∇ · vmδu dΩ
]
(3.17)






























ρu∇ · vmδu dΩ
)
(3.18)
La de´rivation des inte´grales par rapport au parame`tre de forme est calcule´e en utilisant la
transformation Φˆ et son inverse pour passer sur le domaine de re´fe´rence et revenir sur le






















ρu∇ · vmδu dΩ =
∫
Ωα(t)
ρu (∇ · Svm −∇V α : ∇vm+∇ · V α∇ · vm) δu
+ (Sρu∇ · vm+ ρSu∇ · vm) δu dΩ (3.20)









Nous pouvons a` pre´sent reprendre la forme faible de l’e´coulement (2.19) et identifier
chaque terme de la fac¸on suivante :
Instationnaire + Convection + Pression + Diffusion
= Force + Terme de bord
Pour obtenir les e´quations des sensibilite´s lagrangiennes, nous de´rivons terme a` terme la

















D Terme de bord
Dα
Les expressions de chaque terme sont les suivantes :

























[ρu (∇ · Svm −∇V α : ∇vm+∇ · V α∇ · vm) δu
+ (Sρu∇ · vm+ ρSu∇ · vm) δu] dΩ
(3.22)












+ ρ∇α · V α
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ρ [((Su− Svm ) · ∇)u−∇u · ∇V α · (u− vm) + ((u− vm) · ∇)Su] · δu dΩ
(3.23)









[(Sp + p∇ · V α)∇ · δu− p∇V α : ∇δu] dΩ
(3.24)













+ µ∇ · V α


















(∇V α · (∇αu+∇Tu)) : ∇δu dΩ
(3.25)











+∇ · V αf
)
· δu dΩ (3.26)
Il suffit de regrouper ces termes pour obtenir la formulation pour l’e´quation de quantite´
de mouvement pour les sensibilite´s lagrangiennes. Pour l’e´quation de continuite´, elle a e´te´
pre´sente´e en de´tail a` la section pre´ce´dente et est inchange´e si on conside`re des maillages
de´formables, on utilisera donc l’e´quation (3.14).
3.3 Sensibilite´ des conditions de surface libre
Il ne reste plus qu’a` de´velopper les conditions pour la surface libre. Les conditions limites
pour les sensibilite´s s’obtiennent en calculant la de´rive´e mate´rielle des conditions limites de
l’e´coulement. Les conditions de surface libre pour l’e´coulement e´taient les suivantes :
(u− vm) · n = 0 (3.27)








pour chaque nœud de Γi (3.29)
Comme les sensibilite´s sont les de´rive´es totales des variables par rapport au parame`tre,
contrairement aux formulations eule´riennes des sensibilite´s (Etienne et al., 2007), les condi-
tions d’interface sont tre`s simples.
(Su− Svm ) · n+ (u− vm) · Sn = 0 (3.30)
Dσ
Dα









pour chaque nœud de Γi (3.32)
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ou` Sn est la sensibilite´ de la normale, elle s’exprime pour chaque nœud en fonction de la
sensibilite´ du pseudo-de´placement. Pour une viscosite´ constante, la sensibilite´ du tenseur des
contraintes Dσ/Dα se de´veloppe de la fac¸on suivante :
Dσ
Dα
= −SpI + µ
(
(∇Su−∇u · ∇V α) + (∇Su−∇u · ∇V α)T
)
En pratique, nous n’utilisons pas cette expression car pour l’e´coulement, la condition dy-
namique est impose´e faiblement par la me´thode des re´actions (Dhatt et Touzot, 1981). Pour







σ · n dΓ (3.33)
Enfin, la sensibilite´ des longueurs des segments s’exprime en fonction de la sensibilite´ du
pseudo de´placement. La condition (3.32) devient alors :
(xi + ξi − xi−1 − ξi−1)(Sξi − Sξi−1) + (yi + ηi − yi−1 − ηi−1)(Sηi − Sηi−1)
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2
=
(xi+1 + ξi+1 − xi − ξi)(Sξi+1 − Sξi) + (yi+1 + ηi+1 − yi − ηi)(Sηi+1 − Sηi)
(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (3.34)
La formulation pour les sensibilite´s est a` pre´sent comple`te. Les me´thodes nume´riques
sont les meˆmes que celles utilise´es pour l’e´coulement. La formulation et l’imple´mentation
doivent eˆtre ve´rifie´es surtout pour la convergence temporelle afin de s’assurer que la GCL
est respecte´e, ce qui permettra d’avoir la meˆme pre´cision pour l’e´coulement et les sensibilite´s





L’imple´mentation des conditions de surface libre est ve´rifie´e par la me´thode des solutions
manufacture´es. Cette me´thode consiste a` choisir une solution analytique ve´rifiant les condi-
tions de surface libre et a` calculer le terme source correspondant pour satisfaire les e´quations
de Navier-Stokes. Ensuite, la solution nume´rique peut eˆtre compare´e a` la solution analytique
et permet de ve´rifier que les ordres de convergence correspondant a` la discre´tisation spatiale
et a` l’inte´gration temporelle sont respecte´s. Nous allons tout d’abord ve´rifier l’imple´mentation
en re´gime stationnaire pour les e´le´ments de Taylor-Hood puis pour les e´le´ments P1-P1. En-
suite, nous ve´rifierons l’imple´mentation en re´gime non stationnaire, avec diffe´rents types de
sche´mas pour chacun des e´le´ments.
4.1.1 Re´gime stationnaire
On doit tout d’abord construire une solution analytique qui servira de re´fe´rence. Pour
cela, on suivra une me´thode analogue a` celle de´crite par Etienne et al. (2010), puis nous
testerons la convergence de l’erreur avec le raffinement du maillage.
Construction d’une solution analytique
Nous devons choisir une solution analytique qui respecte la conservation de la masse (2.9)
et les conditions de surface libre (2.13) et (2.14). On suppose que la surface libre est de´crite de




(f ′(x))2 + 1
and ny =
1√
(f ′(x))2 + 1
(4.1)
On choisit la composante horizontale de la vitesse u de la forme :
u(x, y) = (1 + y − f(x))H(y) (4.2)
59





= f ′(x)H(y) (4.3)
Apre`s inte´gration, on obtient :
v(x, y) = f ′(x)
∫ y
H(z)dz +G(x) (4.4)
Il faut maintenant de´terminer les fonctions H et G et les expressions de la pression et de
la viscosite´ telles que les conditions de surface libre soient satisfaites. Pour les e´coulements
stationnaires, la condition (2.13) devient unx+ vny = 0. En remplac¸ant le vecteur normal et
la vitesse par leurs expressions (4.1), (4.2) et (4.4), la condition cine´matique devient :
f ′(x)
∫ y
H(z)dz +G(x) = f ′(x)H(y) sur Γi (4.5)


































Il faut re´soudre ce syste`me par rapport a` la pression p et la viscosite´ µ. La solution doit eˆtre




























 = 0 sur Γi (4.7)








+4(f ′(x))2H(f(x)) = 0 (4.8)
On doit ensuite choisir G et H telles que les e´quations (4.5) and (4.8) soient satisfaites en
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tout point de la surface libre. En e´liminant G, on obtient la condition suivante pour H :
[(
1− (f ′(x))2) (1− (f ′(x))2 + f ′′(x))+ 4(f ′(x))2]H(f(x))
+
(
1− (f ′(x))2) (1 + (f ′(x))2)H ′(f(x)) = 0 (4.9)
La fonction f de´finit la forme de la surface libre. Pour obtenir une solution relativement
simple, mais non triviale, on choisit f(x) = 2x. On obtient finalement la solution analytique
suivante :
u(x, y) = (1 + y − 2x)ke 53 y (4.10)
















La pression correspondant a` une viscosite´ unitaire µ = 1 est





2x sur Γi (4.12)
Cette solution est e´tendue sur tout le domaine :





y − 3ke 532x dans Ω (4.13)











































E´tude de convergence avec le maillage
Pour ve´rifier l’imple´mentation de la condition de surface libre dans le cas stationnaire,
on choisit un domaine initial pour lequel la ge´ome´trie de la surface libre est quelconque.
Les formes initiale et finale du domaine de calcul sont repre´sente´es sur la figure 4.1. La
ligne pointille´e repre´sente la portion de frontie`re sur laquelle sont impose´es des conditions
de surface libre. Sur les frontie`res voisines, on impose des conditions de Neumann et ailleurs
des conditions de Dirichlet. Pour les simulations, la densite´ volumique ρ est fixe´e a` 1 et le
parame`tre k vaut 1. Le champ de vitesse attendu est repre´sente´ sur la figure 4.1(c).






(ξ, η) = 0
(ξ, η) = 0
(ξ, η) = 0











    





Figure 4.1 Domaine initial et de´forme´ et champ de vitesse pour la solution manufacture´e
stationnaire.
erreurs sont estime´es et le maillage est raffine´ la` ou l’erreur est la plus grande. Les erreurs
sont estime´es avec la norme e´nergie pour la vitesse et en norme L2 pour le champ de pression.









ou eu et eP sont les erreurs locales pour la vitesse et la pression. On calculera deux types
d’erreurs pour chaque champ.
– L’erreur exacte eexa : La solution e´le´ments finis , note´e avec l’exposant h est compare´e




– L’erreur estime´e eest
u
: dans le cas ge´ne´ral, la solution exacte n’est pas connue. On
reconstruit donc une solution enrichie a` partir de la solution e´le´ments finis avec une
me´thode de projection de´crite par Zienkiewicz et Zhu (1992). Cette solution est note´e
avec l’exposant ∗. Ainsi pour le champ de vitesse, on aura eest
u
= |uh− u∗|
La pre´cision de l’estimateur d’erreur fait entie`rement partie du processus de ve´rification.
Dans le cas ge´ne´ral, c’est le seul outil dont on dispose pour quantifier la pre´cision de la
solution et donc de ve´rifier la convergence de l’e´coulement. Nous utiliserons des e´le´ments de
Taylor-Hood et des e´le´ments de type P1-P1 stabilise´s.
62
Pour les e´le´ments de type Taylor-Hood, la discre´tisation de la vitesse est quadratique et
celle de la pression est line´aire. Donc le taux de convergence the´orique pour chaque norme
(e´nergie et L2P ) est de 2. On trace l’e´volution de la norme d’erreur en fonction de la taille
caracte´ristique des e´le´ments du maillage. Avec une e´chelle logarithmique, on devrait obtenir








































Figure 4.2 Solution manufacture´e stationnaire, e´le´ments Taylor-Hood : convergence des er-
reurs exactes et estime´es avec le maillage.
La figure 4.2 montre l’e´volution de l’erreur en norme e´nergie et L2P . Pour chacune des
erreurs, l’erreur estime´e tend vers l’erreur exacte avec le raffinement du maillage. De plus,
apre`s 2000 nœuds, la zone asymptotique est atteinte et la pente de la droite est de 2, ce qui
signifie que le taux de convergence the´orique est atteint.
Pour les e´le´ments de type P1-P1, les discre´tisations spatiales de la vitesse et de la pression
sont line´aires. On s’attend donc a` observer un taux de convergence de 1 pour la norme e´nergie,
c’est a` dire une droite de pente de 1 pour la courbe repre´sentant l’erreur en norme e´nergie
en fonction de la taille des e´le´ments. Pour la norme L2P , comme pour les e´le´ments de Taylor-
Hood, on s’attend a` un ordre 2, donc une droite de pente 2 pour la courbe repre´sentant
l’erreur en norme L2P en fonction de la taille des e´le´ments. Ces courbes sont pre´sente´es sur la
figure 4.3. Pour la pression, la figure 4.3(a) montre que l’erreur estime´e sous-estime l’erreur
exacte. Cependant l’ordre de convergence est bon et les deux courbes ont tendance a` se
resserrer. La zone asymptotique n’est peut-eˆtre pas encore atteinte. Pour la norme e´nergie,
l’estimateur d’erreur semble fonctionner correctement et la pente est conforme a` nos attentes.
L’imple´mentation est donc ve´rifie´e et nous avons constate´ que la condition de surface libre









































Figure 4.3 Solution manufacture´e stationnaire, e´le´ments P1-P1 : convergence des erreurs
exactes et estime´es avec le maillage.
4.1.2 Solution manufacture´e instationnaire
Construction de la solution analytique
On reprend la me´thode pre´ce´dente. Cette fois, la surface libre est en mouvement.
L’e´quation de la surface libre devient yI = f(x) ∗M(t). Le vecteur normal a pour expression
n = (nx, ny) avec
nx =
−f ′(x)M(t)√
(f ′(x)M(t))2 + 1
and ny =
1√
(f ′(x)M(t))2 + 1
(4.17)
La surface libre e´tant de´crite de fac¸on univoque, on impose le de´placement horizontal nul.
Ainsi, l’e´quation (2.13) devient
unx + (v − ∂η
∂t







= f(x)M ′(t). Comme pour le cas stationnaire, on choisit u et v de fac¸on a`
satisfaire la conservation de la masse, par exemple de la forme :
u(x, y, t) = (1 + y − f(x)M(t))H(y) et v(x, y, t) = f ′(x)M(t)
∫ y
H(z)dz + G(x) (4.19)




H(z)dz +G(x) = f ′(x)H(y) sur Γi (4.20)
En combinant avec la condition sur les contraintes normales (4.8), on obtient la relation
suivante entre f et H :
[(
1− (M(t)f ′(x))2) (1− (M(t)f ′(x))2 +M(t)f ′′(x))+ 4(M(t)f ′(x))2]H (f(x)M(t))
+
(
1− (M(t)f ′(x))2) (1 + (M(t)f ′(x))2)H ′ (f(x)M(t))
+
(
1− (M(t)f ′(x))2)M ′(t)f(x) = 0 (4.21)
On remarque que si M(t) = 1, donc si la surface libre ne bouge pas, on retrouve l’e´quation
du paragraphe 4.1.1.
On choisit f(x) = 2x. Pour alle´ger l’e´criture, on note M(t) par M , de meˆme on e´crira M ′
pour M ′(t) La solution de l’e´quation est alors de la forme :







(4M2 − 1)2 (4.22)
Avec λ une constante arbitraire. On en de´duit alors les expressions de la vitesse et de la
pression :


























+ 2xM ′ + 4MM ′
(4M2 + 1)
(4M2 − 1)2 (1 + y − 2Mx) (4.24)


















On peut a` pre´sent choisir la modulation temporelle M . Dans notre cas, on prendra M(t) =
1 + A sin(ωt), avec A = 0.1 et ω = 2π/4.
Re´sultats nume´riques
Nous devons e´tudier la convergence spatiale ( en fonctions de la taille des e´le´ments du
maillage) et la convergence temporelle (en fonction du nombre de pas de temps utilise´s).
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y=1+A.sin(  t)                     ω
Surface libre
Ω
Figure 4.4 Solution manufacture´e instationnaire : domaine et sa de´formation.
L’erreur exacte peut se de´composer en une erreur spatiale et une erreur temporelle :
‖uexa − u(h,∆t)‖ = erreur spatiale + erreur temporelle = O(hp) +O(∆tn) (4.26)
ou` p est le taux de convergence spatial et n est le taux de convergence temporel. Plusieurs
me´thodes peuvent eˆtre employe´es pour mener cette e´tude de convergence, elles sont de´crites
pre´cise´ment par Etienne et al. (2009a). Une premie`re option consiste a` e´tudier la convergence
temporelle et la convergence spatiale de fac¸on couple´es. Il faut alors effectuer une se´rie de
simulations en ajustant a` la fois la taille du maillage et du pas de temps pour re´duire l’erreur
totale d’un facteur donne´. Par exemple, avec des e´le´ments de Taylor-Hood et un sche´ma
d’Euler implicite pour l’inte´gration temporelle, l’ordre de convergence spatial est de 2 en
norme e´nergie par rapport a` la taille de maille et de 1 par rapport au nombre de pas de
temps. Si la taille de maille est divise´e par 2, l’erreur spatiale sera divise´e par 4. Il faut donc
diviser le pas de temps par 4 pour que l’erreur temporelle et ainsi l’erreur totale soient divise´es
par 4. De meˆme, avec un sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 5, lorsque le pas de temps est divise´
par 2, l’erreur temporelle est divise´e par 32. Avec des e´le´ments de Taylor-Hood, la taille de
maille doit eˆtre divise´e par 25/2 pour parvenir au meˆme ordre de re´duction, ce qui signifie que
le nombre de nœuds doit eˆtre 32 fois plus important. Avec des sche´mas d’inte´gration d’ordre
e´leve´, cette approche conduit rapidement a` des maillages tre`s fins et donc a` des simulations
couˆteuses qui limitent la porte´e de cette approche. Une autre voie consiste a` e´tudier les deux
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types d’erreurs se´pare´ment de la fac¸on suivante :
– Erreur spatiale : On choisit un pas de temps suffisamment petit pour que l’erreur
temporelle soit ne´gligeable par rapport a` la plus petite erreur spatiale attendue. Ainsi,
‖uexa − u(h,∆t)‖ ≈ O(hp) et la meˆme me´thode que pour la solution stationnaire peut
eˆtre applique´e.
– Erreur temporelle : Pour un maillage donne´, on e´tudie l’erreur ‖u(h,∆t) − u∗(h)‖ ou`




Avec cette me´thode, on calcule bien l’erreur temporelle seulement. En effet, l’erreur
spatiale est la meˆme pour les solutions u∗(h) et u(h,∆t) puisqu’elle sont calcule´es sur
le meˆme maillage.
Convergence avec le maillage On calcule les erreurs exactes et estime´es a` l’instant
t = T/2 ou` T est la pe´riode de la modulation M . Pour e´tudier l’erreur spatiale, ces erreurs
sont calcule´es sur une se´rie de maillages de plus en plus fins. Ils sont obtenus par adaptation
de maillage sur la condition initiale. Le pas de temps est le meˆme pour toutes les simulations,
il doit eˆtre suffisamment petit pour que l’erreur temporelle soit ne´gligeable. On choisit donc
∆t = T/40 avec un sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 3. Si le pas de temps est trop grand,
l’erreur stagnerait avec le raffinement de maillage. Si le pas de temps est trop petit, les
courbes de convergence observe´es seraient les meˆmes mais le temps de calcul serait plus long.
La figure 4.5 pre´sente l’e´volution des erreurs exactes et estime´es en norme L2p et e´nergie. Pour
chacune de ces normes, l’e´cart entre l’erreur exacte et l’erreur estime´e est assez important sur
les maillages grossiers, mais il est ensuite comble´ rapidement. Lorsque la zone asymptotique
est atteinte, la pente de chaque courbe se rapproche de 2, ce qui correspond bien au taux de
convergence the´orique.
Convergence temporelle Pour les e´le´ments de Taylor-Hood, on choisit un maillage de
487 nœuds et on fait une se´rie de simulations avec des pas de temps de plus en plus petits. La
solution exacte sur ce maillage u∗(h) est approche´e par la solution nume´rique obtenue avec
un sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 5. Comme pre´ce´demment, les erreurs exactes et estime´es
sont calcule´es a` l’instant T/2. On utilise successivement les sche´mas d’Euler implicite et
RK32 et RK53. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la figure 4.6. Pour les sche´mas de
Runge-Kutta, on observe le meˆme ordre de convergence pour la norme e´nergie et la norme L2P .
Ceci est surprenant car l’ordre de convergence de la pression devrait eˆtre plus petit. La figure







































Figure 4.5 Solution manufacture´e instationnaire - e´le´ment de Taylor-Hood : convergence de
l’erreur avec le raffinement du maillage.
l’ordre de convergence temporelle. Pour le sche´ma d’Euler implicite, la zone asymptotique est
atteinte a` partir de 320 pas de temps. Par la suite, on observe bien un taux de convergence
de 1. Pour le sche´ma de Runge-Kutta 32, la zone asymptotique est de´ja` atteinte a` 10 pas
de temps et le taux de convergence est de 3 pour chacune des normes. Pour le sche´ma de
Runge-Kutta 53, on se trouve de´ja` en zone asymptotique a` 10 pas de temps. L’ordre de
convergence sur le premier segment est de 5 pour la vitesse et 4.4 pour la pression. Ensuite,



















 RK53 - norme Energie
 RK53 - norme L2p
 RK32 - norme Energie
 RK32 - norme L2p
 RK11 - norme Energie
 RK11 - norme L2p
Figure 4.6 Solution manufacture´e instationnaire - e´le´ment de Taylor-Hood : convergence de
l’erreur avec le raffinement du pas de temps.
Pour les e´le´ments P1-P1, on utilise un maillage de 1078 nœuds. On a utilise´ une stabili-
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sation SUPG/PSPG, le coefficient de stabilisation est








On n’utilise pas ici le terme en 4/∆t2. Nous allons ve´rifier ici que les termes de stabilisation
ne viennent pas re´duire l’ordre de convergence temporelle. On utilise la meˆme me´thode que
pour les e´le´ments de Taylor-Hood. L’e´volution des normes d’erreur en fonction du nombre
de pas de temps est repre´sente´e sur la figure 4.7. Nous avons des re´sultats similaires a` ceux
obtenus avec les e´le´ments de Taylor-Hood. C’est a` dire que chaque sche´ma atteint son ordre de






















 RK53 - norme Energie
 RK53 - norme L2p
 RK32 - norme Energie
 RK32 - norme L2p
 RK11 - norme Energie
 RK11 - norme L2p
Figure 4.7 Solution manufacture´e instationnaire - e´le´ment P1-P1 stabilise´s : convergence de
l’erreur avec le raffinement du pas de temps.
Conclusion Dans les deux paragraphes pre´ce´dents, nous avons ve´rifie´ la convergence de la
solution avec les raffinements de maillage et de pas de temps pour un cas de surface libre.
Pour chaque type d’e´le´ments utilise´s, les ordres de convergence observe´s tendent vers l’ordre
the´orique. Les e´quations sont donc correctement re´solues et l’imple´mentation des sche´mas de
Runge-Kutta avec les conditions de surface libre est donc ve´rifie´e. De plus, l’utilisation de
la stabilisation en re´gime instationnaire sur maillage mobile n’affecte pas le taux de conver-
gence temporelle. Ces re´sultats montrent l’inte´reˆt de l’utilisation de sche´mas de Runge-Kutta
d’ordre e´leve´. Par exemple pour obtenir une erreur temporelle de l’ordre de 10−4, 5120 pas
de temps ne sont pas suffisant avec le sche´ma d’Euler implicite, en extrapolant les re´sultats,
il faudrait environ 300 000 pas de temps alors que 80 pas de temps suffisent pour le sche´ma
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de Runge-Kutta 32 et que moins de 10 pas de temps sont ne´cessaires avec les sche´ma 53.
Le prix a` payer pour obtenir cette pre´cision est un plus gros syste`me a` re´soudre a` cause
des sous-niveaux. Pour le sche´ma RK32, la matrice est 2 fois plus large que pour le sche´ma
d’Euler implicite et pour le sche´ma 53, elle est 3 fois plus large. Cependant le nombre de pas
de temps ne´cessaires e´tant beaucoup plus petit, l’utilisation de ces sche´mas permet d’attein-
dre une meilleure pre´cision avec un temps de calcul plus court. Une e´tude de´taille´e des couˆts
de calcul avec les diffe´rents sche´mas a e´te´ re´alise´e par Cori (2011).
4.2 Ve´rification des sensibilite´s lagrangiennes sur maillage mobile
Nous allons maintenant ve´rifier le calcul des sensibilite´s. Nous n’allons pas pre´senter de
solution manufacture´e avec surface libre. En effet, pour ve´rifier les sensibilite´s lagrangiennes,




+ V α · ∇u (4.29)
Or sur l’interface, la vitesse de de´formation est calcule´e par les conditions de surface libre
pour les sensibilite´s. Si nous fixons arbitrairement la vitesse de de´formation dans tout le
domaine, les conditions de surface libre pour les sensibilite´s ne sont pas teste´es.
Nous allons donc nous assurer que la GCL est satisfaite pour les sensibilite´s, la convergence
spatiale des sensibilite´s lagrangiennes ayant e´te´ de´ja` ve´rifie´es pre´ce´demment (Charlot (2008)).
Sur un domaine rectangulaire de longueur 2 et de largueur 1, nous choisissons la solution
analytique suivante :
u(x, y, t) = 4t2(y − y2)
v(x, y, t) = 0
p(x, y, t) = 8(1− x) (4.30)
ξ(x, y, t) = t2(1− x2)(y − y2))
η(x, y, t) = t2(1− x2)(y − y2))
Il s’agit d’un e´coulement de type Poiseuille dont la vitesse maximale varie avec le temps.
Comme il ne s’agit pas d’une solution exacte des e´quations de Navier-Stokes, il faut ajouter




= 8t(y − y2) (4.31)
fy = 0 (4.32)
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Pour les sensibilite´s, nous choisissons arbitrairement
∂u
∂α
(x, y, t) = 4t2y2 ,
∂v
∂α
(x, y, t) = 0 et
∂p
∂α
(x, y, t) = 8(x− 1) (4.33)
V αx (x, y, t) = 0 et V
α
y (x, y, t) = y(1 + t/2) (4.34)


























= 8t(1− 2y) (4.36)
Les autres termes sont nuls. On utilise un sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 3 avec des e´le´ments
de Taylor-Hood et on fait une e´tude de convergence avec le raffinement du pas de temps. On
proce`de comme pour l’e´coulement. Le temps final des simulations est tf = 0.125. La figure
4.8 montre l’e´volution de l’erreur pour l’e´coulement et les sensibilite´s en norme L2P et en
norme e´nergie. Les ordres de grandeur des erreurs pour l’e´coulement et pour les sensibilite´s
sont les meˆmes. De plus, pour une meˆme norme, les ordres de convergence sont les meˆmes
puisque dans la zone asymptotique les droites sont paralle`les. Ces ordres sont bien conformes
a` la the´orie, c’est-a`-dire de 3 pour la norme e´nergie et de 2 pour la norme L2P .
Nous avons obtenus des re´sultats similaires en prenant le meˆme e´coulement oriente´ ver-
ticalement plutoˆt qu’horizontalement afin de ve´rifier les termes qui e´taient nuls dans cette
solution.
La formulation adopte´e pour les sensibilite´s respecte donc bien la GCL, c’est-a`-dire que
sur maillage mobile, l’ordre de convergence temporelle est le meˆme que sur maillage fixe.
Nous avons donc a` pre´sent ve´rifie´ toute la me´thode propose´e, aussi bien pour le calcul





















 ecoulement - norme Energie
 ecoulement - norme L2p
 sens - norme Energie
 sens - norme L2p
Figure 4.8 Erreur temporelle pour l’e´coulement et les sensibilite´s.
4.3 Ballotement de grande amplitude
Nous pre´sentons ici un cas simple de surface libre. Apre`s une e´tude de convergence tem-
porelle, nous comparerons nos re´sultats avec ceux de Dettmer et Peric (2006b). Le domaine
est repre´sente´ sur la figure 4.9. On conside`re un fluide contenu dans un re´servoir rectangu-
laire. A` l’instant initial, le fluide est en e´quilibre hydrostatique. La longueur du re´servoir est
de 1.0 et la hauteur de fluide au repos est de 1.0. La viscosite´ et la densite´ du fluide sont fixe´es
respectivement a` 0.01 et a` 1.0. L’intensite´ de la gravite´ est de 1.0. Sur les parois du re´servoir,
on impose une condition de glissement. Le re´servoir est ensuite soumis a` un de´placement
horizontal donne´ par ∆x = A(1− cos(ωt)), avec A = 0.075. On prend ω = 1.5 car Dettmer
et Peric (2006b) ont montre´ que cette pulsation correspond a` la re´sonance.
4.3.1 Convergence temporelle pour l’e´coulement
Pour l’e´tude de convergence, la me´thode utilise´e est la meˆme que celle utilise´e pour
la solution manufacture´e. En effet, pour l’erreur temporelle, nous n’avons pas besoin de
connaˆıtre la solution analytique. A` nouveau, nous utiliserons les trois sche´mas d’inte´gration
(Euler implicite, Runge-Kutta d’ordre 3 et d’ordre 5) et les e´le´ments de Taylor-Hood et P1-
P1 stabilise´s. Les erreurs sont calcule´es a` l’instant t = T/10 ou` T est la pe´riode d’oscillation
du re´servoir. Les vecteurs vitesse de la solution a` t = T/10 sont repre´sente´s sur la figure 4.10.
Pour les e´le´ments de Taylor-Hood, le maillage est constitue´ de 487 nœuds et on choisit
comme re´fe´rence la solution obtenue avec 256 pas de temps pour le sche´ma de Runge Kutta
d’ordre 5. L’e´volution de l’erreur en norme e´nergie et L2P avec le raffinement du pas de temps
est repre´sente´e sur la figure 4.11. Comme pre´ce´demment, les diffe´rences entre les sche´mas
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x = A(1 − cos(   t) ∆                    ω
surface libre
Figure 4.9 Ballotement : domaine
sont nettes. Pour le sche´ma d’Euler implicite, l’ordre de convergence est de 1. Pour le sche´ma
de Runge-Kutta d’ordre 3, le taux de convergence est de 3 pour la norme e´nergie et de 2
pour la norme L2P , ce qui est conforme aux ordres the´oriques. Pour le sche´ma de Runge-Kutta
d’ordre 5, le taux de convergence est bien de 3 pour la norme L2P . Pour la norme e´nergie, il
commence a` 5 puis diminue a` 3. L’erreur approche de l’erreur machine, ce qui peut contribuer
a` cette re´duction d’ordre de convergence.
Pour les e´le´ments P1-P1, la me´thode est la meˆme, on a utilise´ un maillage de 1078
nœuds. On a utilise´ une stabilisation de type SUPG/PSPG. Les re´sultats sont pre´sente´s sur
la figure 4.7. Les re´sultats sont similaires a` ceux obtenus avec les e´le´ments de Taylor-Hood.
La stabilisation n’interfe`re donc pas avec la convergence temporelle. Cependant, on peut
nuancer ces re´sultats par le fait que le nombre de Reynolds reste faible (de l’ordre de 10) et
que les termes additionnels dus a` la stabilisation sont faibles eux aussi.
4.3.2 Comparaison des re´sultats
Nous comparons maintenant nos re´sultats avec ceux obtenus par Dettmer et Peric (2006b).
On utilise un maillage de taille similaire compose´ de 487 nœuds (vs 528 nœuds). Pour
l’inte´gration temporelle, on compare les re´sultats obtenus avec le sche´ma d’Euler implicite et
un sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 3. Les simulations couvrent 10 pe´riodes d’oscillation du
re´servoir avec 25, 50, 100 et 200 pas de temps par pe´riode.






0 0.022462 0.044925 0.067387 0.089849 0.11231
Figure 4.10 Ballotement : vecteurs vitesse a` t = T/10
sur la figure 4.13. La figure 4.13(a) montre les courbes obtenues avec le sche´ma d’Euler
implicite pour les diffe´rents pas de temps. Les re´sultats pour le sche´ma de Runge-Kutta sont
repre´sente´s sur la figure 4.13(b). En comparant ces 2 figures, on peut clairement voir que le
sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 3 est bien plus pre´cis que le sche´ma d’Euler implicite. Comme
on peut le voir sur la figure 4.13(a), meˆme avec le plus fin pas de temps, ∆t = T/200, le
sche´ma d’Euler n’a pas encore converge´, l’amplitude est largement sous-estime´e. Il faudrait
encore re´duire le pas de temps pour obtenir une amplitude similaire a` celle obtenues avec le
sche´ma de Runge-Kutta. Pour ce dernier, le pas de temps ∆t = T/50 semble de´ja` donner une
bonne estimation de l’amplitude. La figure 4.14 montre l’agrandissement d’une creˆte obtenue
avec le sche´ma de Runge-Kutta. Les points calcule´s avec des pas de temps plus petits que
T/50 sont confondus. La courbe obtenue avec 25 pas de temps par pe´riode reste cependant
proche des autres. Ce pas de temps permet d’obtenir a` moindre couˆt l’allure de l’e´le´vation
de la surface libre. Nos re´sultats sont similaires a` ceux obtenus par Dettmer et Peric (2006b)
avec une e´le´vation maximale de 0.565.
Dettmer et Peric (2006b) observent des erreurs sur le volume de fluide, alors que la
formulation ALE, comme le domaine de calcul suit le domaine fluide, la conservation de la
masse devrait eˆtre respecte´e. Le tableau 4.1 pre´sente les erreurs sur le volume total de fluide
en fonction du pas de temps pour notre e´tude (avec le sche´ma RK32) et celle de Dettmer et
Peric obtenues au temps t = 10T .
Avec notre me´thode, nous observons e´galement une erreur sur le volume total mais elle est
bien plus petite que celle observe´e par Dettmer et Peric. De plus, elle semble converger vers 0
avec un taux de convergence de 3, ce qui est consistant avec le sche´ma d’inte´gration. Dans les


















RK53 - norme energie
RK53 - norme L2P
RK32 - norme energie
RK32 - norme L2P
RK11 - norme energie
RK11 - norme L2P
Figure 4.11 Ballotement - e´le´ments de Taylor-Hood : Convergence de l’erreur avec le raffine-
ment du pas de temps.
∆t T/50 T/100 T/200
V − V0
V0
(%) present 7.12× 10−3 9.08× 10−4 1.14× 10−4
V − V0
V0
(%) Dettmer-Peric 1.82 1.10 0.72
Tableau 4.1 Erreurs de volume apre`s 10 pe´riodes d’oscillation.
a` l’inte´gration temporelle et a` la de´formation de la surface. Ceci est illustre´ sur la figure 4.15.
Cette figure repre´sente l’e´volution du volume de fluide en fonction du temps avec diffe´rents
pas de temps pour le sche´ma d’Euler implicite (figure 4.15(a)) et pour le sche´ma RK32 (figure
4.15(b)). L’erreur augmente avec des oscillations ayant la meˆme pe´riode que le mouvement du
re´servoir. De plus l’erreur obtenue avec le sche´ma d’Euler implicite est bien plus importante
que celle obtenue avec le sche´ma de Runge-Kutta d’ordre 3, plus de 100 fois plus grande et
semble converger vers 0 a` l’ordre 1, ce qui est encore consistant avec l’ordre de convergence
du sche´ma.
Notre outil de calcul de surface libre semble donc eˆtre performant et pre´cis, surtout
en utilisant des sche´mas d’inte´gration temporelle d’ordre e´leve´. L’erreur sur le volume est
consistante avec le sche´ma et devient rapidement tre`s petite en utilisant un sche´ma de Runge-
Kutta d’ordre 3, alors qu’elle n’est pas ne´gligeable avec un sche´ma d’Euler implicite. Ce
sche´ma demande des pas de temps beaucoup plus petits et donc des temps de simulation
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Figure 4.15 E´volution du volume de fluide avec le temps.
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4.3.3 E´tude de sensibilite´
Nous allons maintenant faire la meˆme e´tude pour les sensibilite´s. Ceci nous permettra
de ve´rifier la convergence temporelle des sensibilite´s avec surface libre. On choisit comme
parame`tre la viscosite´. Meˆme si ce parame`tre n’est pas un parame`tre de forme dans un sens
purement ge´ome´trique, une modification de la viscosite´ entrainera une de´formation diffe´rente
de la surface libre, donc un changement de forme du domaine.
E´tude de convergence
Nous proce´dons toujours de la meˆme fac¸on pour obtenir l’erreur temporelle. La figure
4.16 montre la convergence des erreurs pour l’e´coulement et les sensibilite´s en norme e´nergie
et en norme L2P . Les erreurs sont un peu plus e´leve´es pour les sensibilite´s mais elles ont le
meˆme ordre de convergence que pour l’e´coulement, en effet les droites sont paralle`les. La
formulation adopte´e pour les sensibilite´s des e´coulements avec surface libre respecte donc
la GCL. La pre´cision sur les sensibilite´s est la meˆme que pour l’e´coulement. L’usage des























 ecoulement - norme Energie
 ecoulement - norme L2p
 sens - norme Energie
 sens - norme L2p
Figure 4.16 E´volution de l’erreur temporelle avec le raffinement du pas de temps pour
l’e´coulement et les sensibilite´s.
Interpre´tation des sensibilite´s
La figure 4.17 montre la valeur de la sensibilite´ du de´placement vertical du pseudo-solide.
Elle est positive sur la gauche, la` ou` la surface est la plus basse et ne´gative la` ou` la surface est
la plus haute. Cela signifie que si la viscosite´ augmente, la surface libre sera moins de´forme´e,
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ceci est en accord avec la physique, si le fluide est plus visqueux, il est plus difficile de le





-136.9 -100.57 -64.25 -27.927 8.3962 44.719
Figure 4.17 Sensibilite´ du de´placement vertical a` t = 8.8T par rapport a` la viscosite´.
4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons ve´rifie´ :
– l’imple´mentation des conditions de surface libre en re´gime stationnaire et instationnaire,
– l’imple´mentation des sche´mas de Runge-Kutta avec la stabilisation PSPG/SUPG,
– que la GCL e´tait bien respecte´e avec les e´le´ments P1-P1 stabilise´s,
– l’imple´mentation des sensibilite´s instationnaires sur maillage de´formable,
– l’imple´mentation des sensibilite´s de surface libre,
– que la GCL e´tait bien satisfaite avec l’e´coulement et les sensibilite´s pour les e´coulements
avec surface libre.
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Notre code pourra donc eˆtre utilise´ pour le calcul d’e´coulement avec surface libre avec
des nombres de Reynolds e´leve´ sur des e´le´ments P1-P1 stabilise´s avec des sche´mas temporels
d’ordre e´leve´, donc avec un nombre de pas de temps re´duit. On pourra aussi calculer les
sensibilite´s de l’e´coulement, avec des sche´mas temporels d’ordre e´leve´ et des e´le´ments de





Ce chapitre pre´sente plusieurs applications de la me´thode de´crite aux chapitres pre´ce´dents.
On cherchera a` tester ses performances et ses limites. On s’inte´ressera tout d’abord a` un cas
de ballotement qui a fait l’objet d’une e´tude comparative. Nous pourrons alors valider le
calcul de la surface libre. Puis, on e´tudiera la propagation d’une onde solitaire dans un
canal et sa se´paration lorsque le fond du canal est irre´gulier. Cette e´tude nous permettra de
quantifier les effets de la viscosite´ et de comparer nos re´sultats avec des mode`les the´oriques.
On simulera ensuite la ge´ne´ration de vagues avec un batteur a` houle, pour tester les limites
de la de´formations du maillage et pour de´terminer si les vagues ge´ne´re´es nume´riquement
sont fide`les a` la re´alite´. Enfin, nous e´tudierons les efforts sur un cylindre soumis a` une houle
incidente et on e´valuera graˆce a` l’analyse de sensibilite´s l’impact de la distance entre le
cylindre et la surface libre et celui du rayon du cylindre. Ce cas nous permettra d’e´valuer
l’impact de la surface libre et de la viscosite´ sur les efforts et de montrer l’utilite´ de l’analyse
de sensibilite´.
5.1 E´tude comparative pour un cas de ballotement
Le but de cette e´tude est de comparer nos re´sultats avec d’autres e´tudes nume´riques. On
reprend le travail de Westhuis (2001). Ce dernier utilise une me´thode potentielle, c’est a` dire
que le fluide est parfait et que l’e´coulement est irrotationnel. Il confronte ses re´sultats avec
7 me´thodes similaires issues de l’e´tude comparative de Nesteg˚ard (1994). Le proble`me est le
suivant : on conside`re un re´servoir de longueur 160m rempli avec de l’eau. La hauteur d’eau
au repos est de 70m. Au temps initial, on suppose que la surface libre est de´forme´e, de sorte
que son e´quation est la suivante :
yI(t = 0) = 70 + 12
[
1− (x/53)2] e(x/76)2 (5.1)
On laisse ensuite e´voluer le fluide sous l’influence de la gravite´. On utilise les e´le´ments P1-
P1 stabilise´s sur un maillage de 8520 nœuds et le sche´ma temporel IRK32 avec un pas de
temps ∆t = 0.1. Comme nous comparerons nos re´sultats avec des simulations utilisant la
the´orie potentielle, on impose des conditions de glissement sur toutes les parois du re´servoir.
Ainsi, il n’y aura pas de couche limite visqueuse le long des parois. La figure 5.1 montre
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Figure 5.1 E´volution de la surface libre.
surface libre ont e´te´ releve´es a` l’abcisse x = 60m et au temps t = 9, 2s. Les re´sultats des
diffe´rentes e´tudes et les noˆtres sont re´sume´s dans le tableau 5.1. Les colonnes “min” et “max”
repre´sentent respectivement la valeur minimale ou maximale parmi les 8 autres e´tudes, la
colonne “moyenne” est la moyenne des 8 e´tudes.
Nos re´sultats concordent bien avec les re´sultats obtenus par les autres e´tudes, ce qui
permet de valider le calcul de la surface libre.
5.2 Propagation d’une onde solitaire
Nous reprenons un autre cas de´veloppe´ par Westhuis (2001). Il s’agit de simuler la prop-
agation d’une onde solitaire dans un bassin de longueur 300m avec une hauteur de fluide au
repos de 0.5m. Au temps initial, le profil de la surface libre est le suivant :




min moyenne max present
elevation SL -3.860 -3.796 -3.720 -3.797
u -2.480 -2.410 -2.280 -2.415
v -0.690 -0.547 -0.363 -0.571
Tableau 5.1 Ballotement : vitesse et position de la surface libre en x = 60m et a` t = 9, 2s.
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Le fluide e´volue ensuite sous l’effet de la gravite´ en ge´ne´rant une onde solitaire d’amplitude
0.1m.
5.2.1 Propagation de l’onde
On e´tudie tout d’abord la propagation de l’onde. On utilise des e´le´ments P1-P1 stabilise´s
sur un maillage de 9458 nœuds et un sche´ma de Runge-Kutta 32 avec un pas de temps
∆t = 0.1s. Les proprie´te´s du fluide sont celles de l’eau, donc la densite´ est ρ = 1000kg.m−3, la
viscosite´ est µ = 0.001Pa.s. Comme nous allons comparer nos re´sultats avec des simulations
utilisant la the´orie potentielle, des conditions de glissement sont impose´es sur toutes les
parois du bassin. Le temps final est de 120s. La figure 5.2 montre la de´forme´e de surface libre
obtenue toutes les 10s. Une fois l’onde correctement forme´e soit a` t = 20s, son amplitude est
de 0.097m. Elle diminue ensuite le´ge`rement pour atteindre la valeur de 0.093m a` t = 120s.
Cette diminution non observe´e par Westhuis (2001) est due a` la viscosite´, et certainement
aussi au maillage utilise´ qui e´tait assez grossier (moins de 10 000 nœuds avec des e´le´ments
P1-P1 stabilise´s).










Figure 5.2 Onde solitaire : surface libre toutes les 10 secondes.
La ge´ne´ration de l’onde n’est pas parfaite, en effet le profil utilise´ est empirique. C’est
pourquoi des oscillations en arrie`re de l’onde sont observe´es. Elles ont une forme (amplitude
et localisation) tout a` fait comparable a` celles observe´es par Westhuis (2001) comme on peut
le voir sur la figure 5.3.
La vitesse de propagation observe´e ici est un peu plus faible que celle mentionne´e par
Westhuis (2001), et diminue un peu au court du temps comme le montre la figure 5.4.
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Figure 5.3 Oscillations derrie`re l’onde a` t = 60s.
Les points repre´sentent les valeurs obtenues, celles-ci ne sont pas re´gulie`res a` cause de la
discre´tisation spatiale, la courbe est une re´gression quadratique de ces points. La vitesse au














Figure 5.4 Vitesse de propagation de l’onde.
de´but est de 2.422m/s et diminue jusqu’a` 2.412m/s, Westhuis obtient une valeur de 2.427m/s
qu’il compare avec le mode`le the´orique de Boussinesq applique´ aux ondes solitaires. La vitesse











Ceci me`ne a` une valeur de 2.426m/s. Dans notre cas, la vitesse est donc plus faible. Le mode`le
the´orique et les simulations de Westhuis reposent sur la the´orie potentielle. L’e´coulement
observe´ e´tant irrotationnel, cet amortissement est probablement duˆ a` la viscosite´ qui est
ne´glige´e dans la the´orie potentielle.
5.2.2 Impact de la couche limite au fond
Nous allons maintenant nous inte´resser a` l’impact de la couche limite visqueuse sur le fond
du bassin. Nous reprenons donc le meˆme calcul que pre´ce´demment, mais en imposant une
condition de non glissement sur le fond. Ce cas est donc beaucoup plus proche de la re´alite´
que le cas pre´ce´dent et n’aurait pas pu eˆtre simule´ avec des mode`les potentiels. Un mode`le
the´orique a e´te´ de´veloppe´ pour ce cas par Keulegan (1948) et repris par Liu et Orfila (2004).
L’e´coulement est alors suppose´ potentiel partout sauf dans la couche limite. L’amortissement














ou` a0 est l’amplitude de de´part, ai l’amplitude de l’onde au moment d’observation, d est la
distance parcourue par l’onde entre temps, h est la profondeur d’eau au repos et K est une








Nous allons donc calculer la valeur de ce coefficient pour les simulations nume´riques et les
comparer au mode`le. On reprend la configuration avec une condition de non glissement au
fond. L’amplitude de l’onde passe alors de 0.095m a` 0.08m a` t = 91.5s. La figure 5.5 repre´sente
la de´forme´e de surface libre toutes les dix secondes et la figure 5.6 montre l’e´volution de
l’e´le´vation maximale de la surface libre au cours du temps. En comparant les figures 5.2 et
5.5, on remarque que la vitesse de propagation de l’onde est re´duite.
Pour ce cas, on obtient un coefficient the´oriqueKth = 7.9197×10−05. On choisit des points
a` intervalle re´gulier de 10s pour obtenir le coefficient K pour la simulation entre 10s et 80s. Il
n’apparaˆıt pas d’e´volution significative de K au cours du temps. On obtient une moyenne de
1.80× 10−04. L’ordre de grandeur est le meˆme que le mode`le the´orique Kth = 7.9197× 10−05
mais la valeur est surestime´e. Ceci peut s’expliquer par le fait que le maillage utilise´ n’est
pas assez fin pour de´crire correctement la couche limite. En utilisant l’analyse de Ippen et
Kulin (1957) qui cherche a` de´terminer le nombre de Reynolds et l’e´paisseur de la couche
limite en se basant sur la the´orie de´veloppe´e pour une plaque plane. Notre cas correspond
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Figure 5.5 Onde solitaires-non glissement : surface libre toutes les 10 secondes.
alors a` un nombre de Reynolds d’environ 1.53× 105 ce qui correspond au domaine laminaire
dans la the´orie de la plaque plane. L’e´paisseur de couche limite est alors de l’ordre de 0.01m.
Or la taille des e´le´ments et de l’ordre de 0, 05m, ce qui n’est pas suffisant. On reprend
donc le calcul en raffinant le maillage au fond, de sorte que les e´le´ments ont une taille
approximative de 0, 003m au fond. Pour limiter les couˆts de calcul, le temps de simulation
est moins long, ce qui permet de re´tre´cir le domaine. Le profil de vitesse horizontale obtenu
est repre´sente´ en rouge sur la figure 5.7 avec le maillage utilise´. Le maillage reste encore
grossier par rapport aux variations de la vitesse. Le coefficient d’amortissement K a alors pour
moyenne K = 1.04× 10−4 ce qui est plus proche du mode`le the´orique Kth = 7.9197× 10−05.
On peut nuancer ces re´sultats en conside´rant les re´sultats expe´rimentaux de Ippen et Kulin
(1957). Ces expe´riences ont mis en e´vidence une de´pendance du coefficient avec l’amplitude
de l’onde, donc avec la valeur du nombre de Reynolds dans la couche limite. Les coefficients
mesure´s sont plus grands que les coefficients the´oriques lorsque le rapport entre l’amplitude de
l’onde et la profondeur sont petits comme dans notre cas. Ce cas nous a permis de montrer
que notre me´thode permettait bien de simuler la propagation d’une onde solitaire et que
l’amortissement observe´ correspond a` la physique du proble`me.
5.2.3 Se´paration de l’onde solitaire
Le cas est le meˆme que pre´ce´demment mais le fond du bassin n’est plus plat. Ainsi entre
x = 30m et x = 40m la hauteur d’eau passe line´airement de 0.5m a` h1. Comme le mentionne
Westhuis (2001), cette variation de profondeur provoque une se´paration de l’onde solitaire
en deux, voire trois ondes, selon la profondeur h1 conside´re´e. Nous allons donc simuler cette
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Figure 5.6 E´le´vation maximale de la surface libre.
se´paration pour des hauteurs h1 de 0.35m et 0.25m pour lesquelles Westhuis (2001) avait
obtenu respectivement des se´parations en deux et trois ondes. Nous e´tudierons aussi l’impact
de la couche limite au fond pour chacune de ces hauteurs.
Condition de glissement au fond
La figure 5.8 pre´sente les re´sultats obtenus pour une hauteur h1 de 0.35m avec une
condition de glissement au fond du bassin. La variation de profondeur provoque bien une
se´paration de l’onde en deux parties. Sur la figure 5.8(b) on peut observer l’e´volution de
l’onde au cours du temps. Lorsqu’elle atteint la position x = 30m, lorsque la hauteur du fond
commence a` varier, elle se de´compose en une onde transmise et une onde re´fle´chie. Cette
dernie`re a une amplitude tre`s faible. Elle se propage d’abord dans le sens des x de´croissants
avant d’eˆtre re´fle´chie contre la paroi du bassin en x = 0m a` environ t = 30s. Elle repart
ensuite dans le sens positif. On peut l’observer ensuite en arrie`re de l’onde transmise. Sur
la figure 5.8(a) elle se trouve a` l’abscisse x ≈ 170m. L’onde transmise est bien se´pare´e en
deux ondes. Lorsque la profondeur du bassin atteint h1, l’amplitude de l’onde est de 0.127m
puis de´croit jusqu’a` 0.121m. On remarque que l’onde principale se propage moins vite que
l’onde solitaire avec une profondeur de bassin constante. En effet, a` t = 119s, la figure 5.8(a)
montre que la creˆte de l’onde principale se situe environ a` x = 260m contre x = 290m pour
une profondeur constante de 0.5m. Ceci n’est pas e´tonnant car la vitesse de propagation
des ondes infinite´simales en faible profondeur est
√
gh. Comme h diminue, il est normal que
la vitesse de propagation diminue aussi. La figure 5.8(c) montre que l’onde secondaire se
propage moins vite que l’onde principale. Son amplitude est de 0.02m a` t = 120s. Ceci est
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Figure 5.7 Vitesse horizontale dans la couche limite et maillage.
en accord avec l’expression de Boussinesq (5.3) pour la vitesse de propagation. La vitesse est
une fonction croissante de l’amplitude.
La figure 5.9 montre les re´sultats obtenus pour h1 = 0.25m. On observe une division en trois
parties de l’onde transmise et la pre´sence, comme pre´ce´demment, d’une onde re´fle´chie.
On constate que l’onde principale se propage plus vite que les ondes secondaires et qu’elle
est amortie, son amplitude passe de 0.15m a` t = 20s a` 0.11m a` t = 120s. Cet amortissement
est bien plus e´leve´ que celui constate´ pour h1 = 35m. L’amortissement ne provient donc pas
d’une perte d’e´nergie dans la couche limite. On remarque que l’amplitude de l’onde varie
moins vite vers la fin du canal pour h1 = 0.25m, c’est a` dire lorsque l’onde secondaire
est plus e´loigne´e. L’onde principale alimente les autres qui, elles, ne semblent pas subir
d’amortissement. La profondeur est aussi un parame`tre important. L’amplitude de l’onde
est plus grande pour 0.25m, l’interaction entre le fond et l’onde est donc plus importante, ce
qui cre´e de l’amortissement.
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(a) Surface libre a` t=119s






























(c) Surface libre toutes les 20s
Figure 5.8 E´volution de la surface libre, h1 = 0.35m, glissement.
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(a) Surface libre a` t=119s






























(c) Surface libre toutes les 20s
Figure 5.9 E´volution de la surface libre, h1 = 0.25m, glissement.
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Condition de non glissement au fond
La figure 5.10 montre l’e´volution de la surface libre pour h1 = 0.35m avec une condition de
non glissement au fond du bassin. Cette condition de non glissement provoque une diminution
de l’amplitude de l’onde ainsi qu’un ralentissement de sa propagation. On retrouve encore, en
arrie`re des deux ondes transmises, l’onde re´fle´chie. On peut l’observer a` l’abscisse x ≈ 170m en
arrie`re de l’onde transmise sur la figure 5.10(a). On peut voir que les deux ondes se propagent
a` des vitesses diffe´rentes, celle de plus grande amplitude allant plus vite. Par contre, celle-ci
est plus amortie. Son amplitude passe de 0.117m a` t = 20s a` 0.73m a` t = 120s. C’est donc
un amortissement plus important que pour l’onde seule avec une profondeur de h = 0.5m. La
comparaison avec le mode`le the´orique de Keulegan (1948) ou les re´sultats expe´rimentaux de
Ippen et Kulin (1957) ne serait pas pertinente ici car ils ne s’appliquent que pour les ondes
solitaires et, ici, il y a une interaction entre les deux ondes.
La figure 5.11 montre l’e´volution de la surface libre au cours du temps pour h1 = 0.25m
sans glissement au fond du bassin. On observe bien une se´paration de l’onde en trois. L’effet
de la condition de non glissement provoque une diminution significative de l’amplitude de
l’onde, de 0.148m a` 0.063m, ainsi qu’un ralentissement de sa propagation. L’onde secondaire
la plus proche de l’onde principale est elle aussi amortie, son amplitude passe de 0.055m a`
t = 40s a` 0.0535m a` t = 120s.
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(a) Surface libre a` t=119s


























(c) Surface libre toutes les 20s
Figure 5.10 E´volution de la surface libre, h1 = 0.35m, non glissement.
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(a) Surface libre a` t=119s




























(c) Surface libre toutes les 20s
Figure 5.11 E´volution de la surface libre, h1 = 0.25m, non glissement.
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5.3 Batteur a` houle
Dans cette section, nous allons simuler un bassin a` vague utilise´ pour faire des mesures sur
des maquettes. Il existe plusieurs me´thodes pour ge´ne´rer la houle. On choisit ici de simuler un
batteur a` piston, c’est a` dire qu’une paroi du bassin oscille selon un mouvement horizontal.
5.3.1 Canal court
On conside`re un bassin de longueur 4, avec une hauteur d’eau au repos de 0.25. La
paroi gauche du canal se de´place selon le mouvement ∆x = Asin(ωt) avec A = 0.1 et
ω = 2π pour simuler le mouvement d’un batteur a` piston. Le nombre de Reynolds est de
Re = 700 et le nombre de Froude Fr =
U0√
gL
= 0.178. Ce cas ne correspond pas vraiment a`
un cas physique, le but e´tant d’e´valuer les capacite´s du code. Ce calcul a e´te´ re´alise´ avec des
e´le´ments P1-P1 stabilise´s avec un sche´ma IRK32 sur un maillage de 15185 nœuds. Les essais
re´alise´s avec les e´le´ments de Taylor-Hood n’ont pas abouti a` cause des instabilite´s nume´riques,
meˆme en utilisant un maillage plus fin. L’utilisation du sche´ma IRK32 permet d’augmenter
significativement le pas de temps par rapport a` un sche´ma d’Euler implicite. Nous avons
utilise´ ici 100 pas de temps par pe´riode. Avec le sche´ma d’Euler, les amplitudes des vagues
e´taient beaucoup plus petite. Une re´duction du pas de temps menait a` des re´sultats tre`s
diffe´rents. Il aurait donc fallu utiliser un pas de temps plus beaucoup plus petit, ce qui aurait
allonger le temps de calcul. Ceci n’a pas e´te´ observe´ avec le sche´ma IRK32 pour ce pas de
temps.
Les figures 5.12, 5.13 et 5.14 montrent les de´forme´es obtenues a` des moments diffe´rents. A`
t = 1.5s, une premie`re vague est ge´ne´re´e et se propage vers la droite, a` t = 2.3s, une seconde
vague est ge´ne´re´e. Ensuite, la premie`re est re´fle´chie et rencontre la seconde a` t = 2.86s
comme le montre la figure 5.14. L’amplitude de la vague augmente et commence a` de´ferler.
Cependant, le maillage devient alors trop e´tire´ et se replie, la simulation s’arreˆte. On constate
aussi sur ces figures que la vorticite´ est nulle partout sauf proche de la surface. Dans ce cas,
la the´orie potentielle est donc insuffisante pour le calcul de la surface libre.
La figure 5.15 montre la creˆte de la vague au dernier pas de temps calcule´. La vitesse
croit rapidement entre le bas et la creˆte de la vague et atteint des valeurs assez importantes
(> 3) par rapport a` la vitesse du batteur (Vmax = 0.63). La figure 5.15(d) montre les vecteurs
vitesse multiplie´s par le pas de temps. On peut ainsi pre´voir la ge´ome´trie de la surface libre au
pas de temps suivant. On constate que la vague va commencer a` de´ferler, le maillage n’a pas
pu suivre la de´formation, c’est pourquoi la simulation a duˆ eˆtre interrompue. Utiliser un pas
de temps plus faible aurait peut eˆtre permis de poursuivre la simulation, mais la me´thode de
de´formation de maillage est intrinse`quement limite´e : si la vague de´ferle vraiment, il faudra
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de toute fac¸on remailler.
Notre me´thode permet cependant de simuler des de´formations importantes de la surface
libre, son domaine d’application reste donc large.
(a) Maillage
U
-0.64256 -0.3189 0.0047505 0.3284 0.65206 0.97571
(b) U
(c) Vorticite´
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(b) U
(c) Vorticite´




-0.93284 -0.17581 0.58121 1.3382 2.0953 2.8523
(b) U
(c) Vorticite´




0 0.67777 1.3555 2.0333 2.7111 3.3889
(b) Vitesse
vort(U,V)
-50 -35 -20 -5 10 25
(c) Vorticite´
norm(U,V)
0 0.67777 1.3555 2.0333 2.7111 3.3889
(d) Vecteurs vitesse
Figure 5.15 Zoom sur la creˆte de la vague a` t = 2.86s.
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5.3.2 Canal long
Nous proposons ici une e´tude plus re´aliste. Pour cela, nous nous basons sur la configuration
de´crite par Duclos et al. (2004) (sans digue). Le but est de de´terminer si la me´thode, utilisant
les e´quations de Navier-Stokes permet de simuler sans dissipation la propagation de vagues
dans un bassin Le bassin mesure 33m de long et la hauteur d’eau au repos est de 0.8m.
Le mouvement du batteur est ∆x = A sin(ωt) avec A = 0.01 et ω = 6.04, la pe´riode de
battement e´tant de 1.04s.
Nous utilisons des e´le´ments P1-P1 avec la stabilisation SUPG/PSPG. Le maillage compte
9350 nœuds dont 979 sont situe´s sur la surface libre. Les proprie´te´s du fluide sont les sui-
vantes : ρ = 1000kg.m−3, µ = 0.001Pa.s, g = 9.807m.s−2. La figure 5.19 montre l’e´volution
de la surface libre toutes les 10 secondes. Les vagues se propagent au fur et a` mesure dans le
milieu au repos. Le de´placement vertical de la surface libre est compris entre environ −0.020m
et 0.020m. A` 50 secondes, sur la figure 5.19(e), on peut observer leur re´flexion sur la paroi
oppose´e, l’amplitude des vagues est modifie´e entre 20m et 33m. Ce phe´nome`ne se traduit par
une amplification ou une diminution de l’amplitude, comme on peut le voir sur les figures
5.16 et 5.17.
On peut comparer nos re´sultats avec le mode`le de la houle d’Airy, de´crit en de´tail par
Molin (2002). Ce mode`le est base´ sur la the´orie potentielle et ne prend en compte que les
termes de premier ordre par rapport a` la cambrure des vagues. La cambrure de la houle est
le rapport entre l’amplitude et la longueur d’onde. Le profil de la surface libre est alors :
η(t) = A cos(kx− ωt) (5.6)
Si la profondeur du bassin est h, le nombre d’onde k et la pulsation ω sont lie´s par l’e´quation
suivante :
ω2 = gk tanh(kh) (5.7)
Ici ω vaut 2π/T = 6.0415rad.s−1 donc on peut s’attendre a` un nombre d’onde k =
3.741m−1, ce qui correspond a` une longueur d’onde de λ = 1.6797m. Au temps t = 30s,
on calcule la moyenne de la distance entre deux creˆtes successives sur un total de 10 creˆtes.
On trouve alors une longueur d’onde λnum = 1.6795m, ce qui est en tre`s bon accord avec la
the´orie line´aire.
Nous allons maintenant comparer nos re´sultats avec les expe´riences et les calculs de Duclos
et al. (2004). Une sonde est place´e dans le bassin a` l’abscisse xs = 8.25m. Le releve´ de la
surface libre pour nos calculs est trace´ sur la figure 5.18, la figure est tre`s voisine de celle
obtenue par Duclos et al. (2004). Pour comparer de manie`re plus quantitative, on calcule la
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se´rie de Fourier du signal lorsque le re´gime pe´riodique est e´tabli. On a alors
A(t) = A0 +
∑
n
An cos(nωt+ ϕn) (5.8)
Les premie`res composantes obtenues sont re´sume´es dans le tableau 5.2.
A1 A2 A3
expe´rience 1.75 10−2 7 10−4 -
nume´rique 1.76 10−2 5.8 10−4 1.2 10−4
Tableau 5.2 Batteur a` houle : coefficients de Fourier de la de´forme´e de surface libre.
Les mesures n’ont pas permis de de´terminer le troisie`me mode. Nos re´sultats sont tre`s
proches des mesures pour le premier et second mode. Duclos et al. (2004) ont compare´ les
mesures avec des codes potentiels et visqueux qui ont mene´ a` des e´carts compris entre 5% et
10% pour le premier mode contre moins de 1% dans notre cas.
Notre code est donc capable de ge´ne´rer une houle posse´dant des caracte´ristiques sem-
blables a` celles ge´ne´re´es en bassin.















Figure 5.16 Batteur a` houle : e´volution de la surface libre entre 47 et 50 secondes.
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Figure 5.17 Batteur a` houle : e´volution de la surface libre entre 49 et 50 secondes.











Figure 5.18 E´volution de la surface libre a` xs = 8.25m.
101












(a) Surface libre a` t = 10s












(b) Surface libre a` t = 20s












(c) Surface libre a` t = 30s












(d) Surface libre a` t = 40s












(e) Surface libre a` t = 50s
Figure 5.19 Propagation des vagues ge´ne´re´es par un batteur a` piston.
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5.4 Interaction entre un cylindre et des vagues
L’e´coulement autour d’un cylindre soumis a` une houle incidente a de nombreuses appli-
cations pratiques comme les structures offshore ou les pipelines sous-marins. Par exemple,
Boccotti (1996) a mene´ une se´rie d’expe´riences sur la plage a` Reggio Calabria en vue de
la construction d’un pont submerge´ pour relier la Sicile au continent. Une analyse pre´cise
des efforts est alors ne´cessaire pour e´viter tout phe´nome`ne de re´sonance sur les structures
immerge´es. Dean (1948) a montre´ dans le cadre de la the´orie potentielle qu’il n’y avait pas
d’onde re´fle´chie par le cylindre et que l’onde transmise avait la meˆme amplitude que l’onde
incidente mais e´tait de´phase´e. Ogilvie (1963) a calcule´, toujours dans le cadre de la the´orie
potentielle, les efforts au premier ordre sur le cylindre. Des expe´riences ont e´te´ mene´es par
Chaplin (1984) pour mesurer les efforts sur le cylindre en fonction du nombre de Keulegan-
Carpenter qui compare l’amplitude de la houle incidente avec le diame`tre du cylindre. Il a
montre´ que le mode`le potentiel utilise´ par Ogilvie (1963) n’e´tait pas valable pour le calcul
de la premie`re harmonique des efforts, a` cause des effets visqueux et non line´aires. En ef-
fet, a` cause de la viscosite´, on peut observer une couche limite oscillante autour du cylindre
et l’apparition d’une circulation autour du cylindre. Ce phe´nome`ne provoque une chute du
coefficient d’inertie avec l’augmentation du nombre de Keulegan-Carpenter. C’est pourquoi,
Guerber et al. (2010), dont les simulations sont base´es sur un mode`le potentiel, n’observent
pas ce phe´nome`ne et retrouvent les re´sultats the´oriques dOgilvie (1963). Il convient donc d’u-
tiliser les e´quations de Navier-Stokes afin de simuler correctement ce cas. Tavassoli et Kim
(2001) utilisent les e´quations de Navier-Stokes et des marqueurs pour le calcul de la surface
libre. Ils obtiennent la meˆme tendance que celle observe´e par Chaplin (1984).
Nous allons donc voir si on retrouve des re´sultats similaires et nous ferons une analyse
de sensibilite´ par rapport a` la position et au rayon du cylindre afin de voir quel est leur
impact sur l’e´coulement et de valider le calcul de sensibilite´. Lors des analyses de sensibilite´
en re´gime instationnaire, il faut e´viter de choisir des parame`tres pouvant affecter la pe´riode
des phe´nome`nes observe´s sous peine de voir les sensibilite´s diverger (semi-se´cularite´). Ici,
le mouvement est force´ par le batteur et il n’y a pas de de´tachement tourbillonnaire, les
sensibilite´s resteront donc borne´es, sauf si on calcule les sensibilite´s par rapport a` la fre´quence
du batteur.
Nous allons reprendre les dimensions du bassin expe´rimental utilise´ par Chaplin (1984)
pour construire un bassin nume´rique. Les longueurs sont adimensionne´es sur le diame`tre du
cylindre note´D. Le bassin mesure 300D de long et la hauteur au repos du fluide est h = 8.5D,
il est repre´sente´ sur la figure 5.20. La houle est ge´ne´re´e graˆce a` un batteur a` piston. La paroi




ωx=Asin(   t)
Figure 5.20 Interaction entre un cylindre et des vagues.
houle de longueur d’onde λ = 15.58D, ce qui correspond a` un nombre d’onde k = 0.4033. Le
cylindre circulaire est situe´ a` 100D du piston, on note d la distance entre le haut du cylindre






ou` a est l’amplitude des vagues incidentes. Ici nous avons a = 0.2D.
On utilise un maillage d’environ 36800 nœuds avec des e´le´ments de Taylor-Hood, pour
pouvoir faire l’analyse de sensibilite´. Comme nous ne disposons pas de stabilisation adapte´e,
le nombre de Reynolds base´ sur le diame`tre du cylindre et la vitesse maximale de la houle
est de 200. Prendre une valeur plus haute pourrait causer des oscillations nume´riques et une
valeur plus basse pourrait causer un amortissement des vagues trop important.
5.4.1 Impact du cylindre sur la de´forme´e de surface libre
Afin d’e´tudier l’impact du cylindre sur la de´forme´e de surface libre, on prend des valeurs
de d de 1D, 1.5D et 2D. On comparera avec une simulation sans cylindre.
La figure 5.21 repre´sente la de´forme´e de surface libre obtenue apre`s 30 oscillations du
batteur avec et sans cylindre pour plusieurs positions du cylindre. En amont du cylindre,
donc pour x < 100D les courbes sont confondues. Conforme´ment aux re´sultats de Dean
(1948) il n’y a pas de re´flexion de la houle sur le cylindre, l’onde transmise a bien la meˆme
amplitude que l’onde non perturbe´e, elle est environ 2D en arrie`re. On constate cependant
que lorsque le cylindre se rapproche de la surface libre, donc pour d = 1D, la forme de
l’onde est change´e, voir l’agrandissement figure 5.22. La figure 5.23 montre que le de´phasage
augmente le´ge`rement quand le cylindre se rapproche de la surface.
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(a) d = 1D

















(b) d = 1.5D


















(c) d = 2D
Figure 5.21 De´forme´e de surface libre a` t = 188s.
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Figure 5.22 Forme de la surface libre pour d = 1D.



















Figure 5.23 Agrandissement d’une creˆte apre`s le cylindre.
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5.4.2 Efforts sur le cylindre
Nous nous inte´ressons a` pre´sent aux efforts sur le cylindre. Pour le cas ou` d = 1.5D, on
obtient les efforts pre´sente´s sur la figure 5.24. On constate que la force verticale et la force

















Figure 5.24 Efforts sur le cylindre pour d = 1.5D.
horizontale sont de´phase´es de π/2. A` partir de 110s le re´gime permanent est e´tabli.
On peut de´composer les efforts en se´rie de Fourier :
Fx(t) = Fx0 +
∑
n
Fxn cos(nωt+ ϕxn) (5.10)
Fy(t) = Fy0 +
∑
n
Fyn cos(nωt+ ϕyn) (5.11)
Selon la formule de Morison (Chaplin, 1984; Molin, 2002), la composante de force horizontale
de pulsation ω se de´compose en une force inertielle, en phase avec l’acce´le´ration, et une force







ρCDDU |U | (5.12)
Nous calculons ces coefficients en prenant comme vitesse celle a` la surface libre. Les valeurs
de CM et CD pour diffe´rentes immersions sont pre´sente´es dans le tableau 5.3. On constate
d Kc CM CD
1D 0.68 0.923 4.594
1.5D 0.56 0.779 3.565
2D 0.46 0.651 2.824
Tableau 5.3 Coefficients d’inertie et de traˆıne´e.
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que plus le cylindre est proche de la surface libre, plus le rapport entre le coefficient de traˆıne´e
et d’inertie devient important.














Les valeurs des coefficients mesure´s Cnm sont les meˆmes pour les efforts verticaux que pour
les efforts horizontaux. Pour la distance d = 1D, les conditions de simulation correspondent
au cas C teste´ par Chaplin (1984). Les coefficients mesure´s et les forces re´sultantes sont
re´sume´s dans le tableau 5.4 et compare´s a` nos re´sultats pour Fx et Fy ainsi qu’aux re´sultats
obtenus avec le mode`le d’Ogilvie (1963). On obtient des e´carts relatifs avec les expe´riences
de Chaplin (1984) de 5% pour le premier mode et de 13% pour le second mode. Nos re´sultats
sont donc relativement en accord. Notre me´thode capte la circulation autour du cylindre
qui me`ne a` des efforts plus faibles pour la premie`re harmonique. Notons que pour notre
simulation, β = Re/Kc = 299, alors que dans les expe´riences de Chaplin (1984), β = 9120,
donc notre e´coulement est beaucoup plus visqueux. Cependant, l’accord entre nos calculs et
les expe´riences peuvent s’expliquer par le fait que la circulation cre´e´e autour du cylindre est
inde´pendante de la viscosite´ selon Longuet-Higgins (1970).
On va a` pre´sent comparer les re´sultats obtenus avec des simulations utilisant une houle
d’Airy a` la place du batteur. Ce cas est beaucoup plus simple. Le conditions aux limites pour
la vitesse correspondent a` une houle d’Airy sur toutes les frontie`res du domaine. L’origine









Il n’y a donc pas de surface libre, le maillage est fixe. Ces simulations sont beaucoup plus
C11 C13 F1 C22 F2
Chaplin 1.99 -0.36 0.156 0.081 0.0048
Ogilvie 2.061 - 0.178 - -
Fx - - 0.1646 - 0.0056
Fy - - 0.1647 - 0.0054
Tableau 5.4 Comparaison des efforts expe´rimentaux et nume´riques.
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rapides car le re´gime permanent est vite e´tabli (quelques pe´riodes contre 20 battements si on
simule le cas complet) et on peut re´duire le domaine de calcul puisque les interactions avec
les bords sont beaucoup plus petites : il n’y a pas de re´flexion des vagues au bout du bassin
ni d’interaction avec le batteur. On va donc de´terminer a` l’aide de l’analyse de Fourier si la
simulation du cas complet est vraiment utile ou non. Le tableau 5.5 contient les coefficients
de Fourier pour les pulsations ω, 2ω et 3ω.
Conforme´ment aux observations de Ogilvie (1963); Chaplin (1984); Guerber et al. (2010),
les forces horizontales et verticales ont des coefficients tre`s proches. Lorsque les conditions de
Dirichlet correspondent a` une houle d’Airy, les efforts de pulsation ω sont surestime´s d’environ
9%. Par contre, les modes suivants sont tre`s mal capte´s notamment lorsque le cylindre est
plus proche de la surface libre. Ces modes sont donc principalement lie´s a` la de´formation de
la surface libre et a` l’interaction entre le cylindre et la surface. L’approximation de la surface
libre avec une houle d’Airy n’est donc valable que lorsque le cylindre est suffisamment loin
de la surface libre.
5.4.3 Analyse de sensibilite´ par rapport a` la distance entre le cylindre et la
surface libre
On prend comme parame`tre de sensibilite´ la position verticale du cylindre y0 et donc la
distance entre le cylindre et la surface libre (h = y0 + D/2 + d). La figure 5.25 montre la
sensibilite´ de la de´formation par rapport au parame`tre pour une valeur de d = 1D. On voit
alors que rapprocher le cylindre de la surface accentuerait la dissyme´trie de la forme des
vagues observe´e sur la figure 5.22.
La sensibilite´ des efforts e´volue en phase avec les efforts. On peut de´composer les sensi-
d Fx1 Fx2 Fx3 Fy1 Fy2 Fy3
1D SL 0.165 5.41 10−3 4.73 10−04 0.165 5.60 10−3 5.26 10−04
Airy 0.178 1.07 10−3 1.38 10−04 0.176 0.68 10−3 1.16 10−04
1.5D SL 0.137 1.64 10−3 1.12 10−04 0.136 1.80 10−3 1.61 10−04
Airy 0.150 0.43 10−3 6.25 10−05 0.147 0.29 10−3 1.03 10−04
Tableau 5.5 Coefficients de Fourier des efforts sur le cylindre.
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Figure 5.25 Sensibilite´ du de´placement vertical par rapport a` la position du cylindre.
bilite´s en se´rie de Fourier
SFx(t) = Sx0 +
∞∑
n=1
Sxn cos(nωt+ ϕSxn) (5.16)
SFy(t) = Sy0 +
∞∑
n=1
Syn cos(nωt+ ϕSyn) (5.17)
Il faut noter ici qu’avec cette de´composition, les coefficients Sxn et Syn ne sont pas les sensi-
bilite´s des coefficients Fxn et Fyn. Ces coefficients sont pre´sente´s dans le tableau 5.6 pour le
calcul complet et pour le calcul avec la houle d’Airy.
d Sx1 Sx2 Sx3 Sy1 Sy2 Sy3
1D SL 6.31 10−2 1.42 10−2 1.87 10−3 6.54 10−2 1.45 10−2 1.85 10−3
Airy 5.98 10−2 2.38 10−3 3.05 10−4 6.17 10−2 1.67 10−3 3.31 10−5
1.5D SL 5.15 10−2 3.72 10−3 2.19 10−4 5.25 10−2 3.83 10−3 2.62 10−4
Airy 5.07 10−2 6.46 10−4 6.70 10−5 5.11 10−2 5.20 10−4 4.46 10−5
2D SL 4.25 10−2 9.53 10−4 2.86 10−5 4.35 10−2 9.69 10−4 2.34 10−5
Tableau 5.6 Coefficients de Fourier de la sensibilite´ des efforts par rapport a` la position du
cylindre.
Ces valeurs montrent que si le cylindre se rapproche de la surface libre, les efforts vont
augmenter, c’est la tendance que nous avions observe´e au paragraphe 5.4.2. On constate aussi
que pour d = 1D, la sensibilite´ des modes e´leve´s est assez importante. Les efforts d’ordre
supe´rieur sont donc lie´s a` l’interaction entre le cylindre et la surface libre.
Afin de valider le calcul de sensibilite´ nous allons faire un calcul de solution voisine. En
partant d’une configuration de base pour laquelle le parame`tre d’inte´reˆt est α0, on peut
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calculer une approximation d’une variable de sortie ψ sur la configuration perturbe´e α0+∆α
avec une se´rie de Taylor du premier ordre
ψ(α0 +∆α) ≈ ψ(α0) + ∆α Dψ
Dα
(α0) (5.18)
Ainsi, pour les efforts, en partant de la configuration d = 1.5D, on peut rapidement
obtenir une extrapolation pour les configurations d = 1D et d = 2D. Les figures 5.26 et
5.27 permettent de comparer les extrapolations avec les valeurs exactes pour les efforts sur
le cylindre.































Figure 5.26 Efforts recalcule´s et extrapole´s pour d = 1D.






























Figure 5.27 Efforts recalcule´s et extrapole´s pour d = 2D.
L’extrapolation reconstitue bien les principales caracte´ristiques des efforts sur la configu-
ration perturbe´e. Les plus grandes diffe´rences se situent au niveau de quelques creˆtes car le
signal n’est pas toujours tre`s re´gulier. Nous allons donc quantifier ces erreurs avec l’analyse
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de Fourier. Pour cela, on de´compose les efforts et leurs sensibilite´s de la fac¸on suivante :
Fx(t) = Fx0 +
∑
n
anxcos(nωt) + bnx sin(nωt) (5.19)
SFx(t) = Sx0 +
∑
n
Saxncos(nωt) + Sbnx sin(nωt) (5.20)
Avec ces notations, on a bien Saxn = Danx/Dy0. Donc en utilisant un de´veloppement en
se´rie de Taylor,





















On choisit a` nouveau d = 1.5D comme re´fe´rence. Les coefficients extrapole´s pour les efforts
horizontaux et les coefficients d’inertie et de traˆıne´e extrapole´s sont pre´sente´s dans le tableau
5.7.
d CM CD Fx1 Fx2 Fx3
1.5D re´fe´rence 0.779 3.565 0.137 1.64 10−3 1.12 10−04
1D calcule´ 0.923 4.594 0.165 5.41 10−3 4.73 10−04
extrapole´ 0.915 4.412 0.162 3.46 10−3 2.13 10−04
erreur 0.8 % 3.9 % 1.5 % 36% 55%
2D calcule´ 0.651 2.824 0.113 3.73 10−4 6.95 10−05
extrapole´ 0.643 2.719 0.111 5.10 10−4 6.05 10−05
erreur 1.3% 3.7% 1.8% 36% 13%
Tableau 5.7 Efforts recalcule´s et extrapole´s a` partir de la ge´ome´trie d = 1.5D.
L’erreur d’extrapolation est petite pour les termes du premier ordre (de pulsation ω). Pour
les ordres supe´rieurs, les e´carts relatifs entre les diffe´rentes configurations sont beaucoup plus
importants : Fx1 est multiplie´ par 3 entre les positions d = 1.5D et d = 1D. Il n’est pas
e´tonnant que les erreurs relatives soient plus importantes pour ces termes. Les effets non
line´aires sont donc beaucoup plus importants pour les efforts d’ordre plus e´leve´s, notamment
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pour les efforts de pulsation 3ω, ils augmentent fortement lorsque le cylindre se rapproche de
la surface. Malgre´ ces erreurs, les sensibilite´s permettent d’estimer correctement les termes
de premier ordre et pre´voient la tendance des termes d’ordre plus e´leve´s.
Nous pouvons aussi a` partir des champs de vitesse et de vitesse de de´formation sur la
configuration d = 1.5D obtenir les champs de vitesse pour les configurations d = 1D et
d = 2D. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la figure 5.28 pour l’extrapolation sur la
ge´ome´trie d = 1D et sur la figure 5.29 pour la ge´ome´trie d = 2D.
(a) U d = 1.5D (b) V d = 1.5D
(c) U extrapole´ d = 1D (d) V extrapole´ d = 1D
(e) U calcule´ d = 1D (f) V calcule´ d = 1D
Figure 5.28 Extrapolation de d = 1.5D a` d = 1D pour le champ de vitesse a` t = 9.5T .
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Malgre´ le de´placement important, un rayon vers le haut ou vers le bas, l’extrapolation
restitue correctement l’e´coulement.
(a) U d = 1.5D (b) V d = 1.5D
(c) U extrapole´ d = 2D (d) V extrapole´ d = 2D
(e) U calcule´ d = 2D (f) V calcule´ d = 2D
Figure 5.29 Extrapolation de d = 1.5D a` d = 2D pour le champ de vitesse a` t = 9.5T .
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5.4.4 Analyse de sensibilite´ par rapport au rayon du cylindre
Le parame`tre d’inte´reˆt est maintenant le rayon du cercle R. Pour d = 1D, la sensibilite´
de la surface libre est repre´sente´e sur la figure 5.30.
Figure 5.30 Sensibilite´ du de´placement vertical par rapport au rayon du cylindre.
On constate que le rayon a un impact sur la forme de la surface libre et sur le de´phasage.
On peut aussi proce´der a` l’extrapolation de l’e´coulement sur une ge´ome´trie voisine. La
figure 5.31 montre le champ de vitesse sur la configuration de re´fe´rence et sur la configuration
extrapole´e. On constate que la forme de la surface libre est de´forme´e par rapport a` l’allure
sinuso¨ıdale de la configuration de re´fe´rence. Le fluide est aussi acce´le´re´ au dessus du cylindre.
La de´composition de Fourier des sensibilite´s pour l’effort horizontal est re´sume´e dans le
tableau 5.8
d SCM SCD Sx1 Sx2 Sx3
1D −2.45 10−3 12.74 0.686 4.40 10−2 4.05 10−3
1.5D −6.27 10−2 7.90 0.546 1.29 10−2 9.65 10−4
Tableau 5.8 Coefficients de Fourier de la sensibilite´ des efforts par rapport au rayon du
cylindre.
Une augmentation du rayon provoque une augmentation des efforts d’autant plus im-
portante que le cylindre est proche de la surface libre. Les efforts d’ordre 2 et 3 semblent
prendre plus d’importance avec l’augmentation du rayon. Cependant les coefficients d’iner-
tie et de traˆıne´e sont plus parlants. La sensibilite´s du coefficient d’inertie est assez faible et
ne´gative. Par contre la sensibilite´ du coefficient de traˆıne´e est positive et assez importante.
L’augmentation du rayon provoquera donc principalement une augmentation des effets de
traˆıne´e.
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(a) U d = 1D, R = 0.5D (b) V d = 1D, R = 0.5D
(c) U extrapole´ R = 0.7D (d) V extrapole´ R = 0.7D
Figure 5.31 Extrapolation de dR = 0.5D a` R = 0.7D pour le champ de vitesse.
Les expe´riences de Chaplin (1984) montrent que le coefficient d’inertie se comporte comme














On trouve des valeurs de β de l’ordre de 10−2. Ces valeurs sont plus faibles que celles trouve´es
par Chaplin (1984). Rappelons que les conditions ne sont pas les meˆmes, Chaplin (1984) a
obtenu ces tendances en modifiant l’amplitude de la houle incidente pour faire varier le
nombre de Keulegan-Carpenter. On pourrait donc faire l’analyse de sensibilite´ par rapport a`
l’amplitude du mouvement du batteur.
5.4.5 Conclusion
Pour ce cas, nous avons donc montre´ que notre me´thode permet de simuler correctement
l’interaction entre un cylindre fixe et une houle incidente. Les vagues en aval du cylindre sont
de´phase´es. Nous avons aussi e´tudie´ les efforts sur le cylindre. Nos re´sultats sont en bon accord
avec les expe´riences de Chaplin (1984) en pre´disant un effort de pulsation ω plus faible que
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la the´orie potentielle. Nous avons aussi montre´ que la de´forme´e de surface libre ge´ne´rait des
efforts de pulsation 2ω et 3ω, d’autant plus importants que le cylindre est proche de la surface
libre. Ces observations ont e´te´ confirme´es par l’analyse de sensibilite´. Nous avons aussi pu
valider le calcul des sensibilite´s avec un calcul de solution voisine. Les efforts de pulsation ω
sont alors tre`s bien restitue´s. Pour les pulsations plus e´leve´es, les phe´nome`nes non line´aires
deviennent trop importants pour permettre une extrapolation pre´cise.
Nous avons donc montre´ que notre code peut eˆtre employe´ dans de nombreuses configu-
rations et que les simulations visqueuses sont indispensables pour le calcul pre´cis des efforts.
Nous avons aussi montre´ que les sensibilite´s permettent d’extrapoler l’e´coulement et les ef-
forts sur des ge´ome´tries voisines. Elles pourraient donc eˆtre utilise´es pour le calcul de gradient




Dans ce projet, nous avons de´veloppe´ une me´thode de calcul pour les e´coulements a` sur-
face libre. Nous avons utilise´ une formulation arbitrairement lagrangienne-eule´rienne afin de
ge´rer les de´formations du domaine fluide et donc de situer avec pre´cision la surface libre. Pour
e´liminer les oscillations nume´riques, nous avons mis en place une stabilisation des e´quations
de Navier-Stokes approprie´e a` la formulation ALE et tenant compte de la de´formation du
maillage. Nous avons utilise´ des sche´mas de Runge-Kutta d’ordre e´leve´ pour l’inte´gration
temporelle pour un meilleur rapport entre le couˆt des calculs et la pre´cision obtenue. Afin de
satisfaire la loi de conservation ge´ome´trique, nous avons adopte´ une formulation variationnelle
des e´quations de Navier-Stokes conservative et une e´valuation consistante des de´rive´es tem-
porelles, notamment de la vitesse de maille. Ceci permet de conserver l’ordre de convergence
des sche´mas sur maillage de´formable.
Nous avons ensuite de´veloppe´ les e´quations des sensibilite´s lagrangiennes sur maillage
mobile pour les e´quations de Navier-Stokes instationnaires. Nous avons donc de´rive´ d’un
point de vue lagrangien la formulation pre´ce´dente par rapport a` un parame`tre d’inte´reˆt. Le
point de vue lagrangien permet d’obtenir des conditions limites simples pour les conditions
de surface libre, contrairement aux me´thodes eule´riennes.
L’imple´mentation des e´quations a e´te´ ve´rifie´e a` l’aide d’une solution manufacture´e
ve´rifiant des conditions de surface libre. Nous avons alors montre´ que la surface libre
ne perturbe pas l’ordre de convergence spatial ou temporelle. Nous avons aussi ve´rifie´
l’imple´mentation de la stabilisation de type PSPG/SUPG en re´gime instationnaire sur mail-
lage mobile. Les termes supple´mentaires n’ont pas provoque´ de perte de convergence tem-
porelle avec les sche´mas de Runge Kutta d’ordre e´leve´. Notre formulation stabilise´e respecte
donc la loi de conservation ge´ome´trique. Nous avons ensuite compare´ nos re´sultats pour
un cas de sloshing avec une autre e´tude nume´rique. Nous avons obtenu des amplitudes de
ballotement similaires et des erreurs sur le volume total beaucoup plus faibles. Avec notre for-
mulation, ces erreurs convergent vers ze´ro avec un taux de convergence consistant avec celui
du sche´ma d’inte´gration temporelle. Cette e´tude a aussi permis de montrer les atouts des
sche´mas d’inte´gration de Runge Kutta d’ordre e´leve´. Ils fournissent une meilleure pre´cision
que le sche´ma d’Euler avec cent fois moins de pas de temps. Ce gain de temps de calcul com-
pense largement l’augmentation de la taille de la matrice. Nous avons ve´rifie´ l’imple´mentation
des sensibilite´s instationnaires sur maillage mobile. Notre me´thode permet d’avoir la meˆme
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pre´cision sur les sensibilite´s que sur l’e´coulement.
Nous avons ensuite compare´ les performances de notre me´thode avec des me´thodes po-
tentielles sur des cas adapte´s, c’est a` dire lorsque l’e´couelement est irrotationnel et que la
viscosite´ a un roˆle minime. Nous avons retrouve´ des re´sultats tout a` fait comparables. Nous
avons ainsi montre´ que notre approche permet de simuler la propagation d’ondes solitaires et
de ge´ne´rer une houle et donc de simuler un bassin expe´rimental. Notre me´thode permet en
plus de prendre en compte les effets visqueux, ce qui me`ne a` des re´sultats plus proches des
observations expe´rimentales, comme on a pu le voir avec la propagation d’une onde solitaire.
Nous avons ensuite teste´ les limites de la me´thode en terme de de´formation de maillage.
De grandes de´formations sont supporte´es mais le domaine d’application de la me´thode reste
cependant limite´ a` des de´formations raisonnables de la surface libre. Nous avons enfin ap-
plique´ la me´thode pour le calcul des efforts ge´ne´re´s par la houle sur un cylindre circulaire.
Nous avons montre´ l’importance des effets visqueux. De plus, la simulation comple`te de la
surface libre est ne´cessaire pour capter les efforts d’ordre 2 et 3. On pourrait comple´ter l’
analyse en de´terminant a` partir de quelles valeurs des parame`tres de de´finition (amplitude
de la houle, profondeur du cylindre, etc... ) la de´forme´e de surface libre n’a plus d’impact du
les efforts, ce qui permettrait de simplifier les simulations en utilisant une houle d’Airy.
Nous avons ensuite valide´ le calcul des sensibilite´s. L’extrapolation de l’e´coulement sur une
ge´ome´trie voisine permet de reconstruire assez fide`lement les caracte´ristiques de l’e´coulement
perturbe´. Les erreurs, entre les efforts extrapole´s a` l’aide des sensibilite´s et recalcule´s, sont
faibles malgre´ des changements importants de la ge´ome´trie. Les sensibilite´s sont donc un
outil performant pour e´tudier la physique des phe´nome`nes mis en jeu. De plus, le calcul
pre´cis des sensibilite´s permet de calculer rapidement les donne´es requises par les algorithmes
d’optimisation. Rappelons seulement que cette me´thode ne s’applique qu’aux parame`tres
n’affectant pas la fre´quence des phe´nome`nes observe´s afin que les sensibilite´s restent borne´es.
On pourrait dans de futures applications combiner le calcul de surface libre avec le calcul
d’interaction fluide-structure pour calculer, par exemple, les efforts ge´ne´re´s par la houle sur
une paroi verticale e´lastique.
De nombreuses ame´liorations peuvent eˆtre apporte´es a` la me´thode. D’un point de vue
nume´rique, pour le calcul de la surface libre, on pourrait inte´grer a` la disposition des points
sur la surface une contrainte sur le volume total afin d’assurer la conservations de la masse
exactement. Ensuite, il faudrait de´velopper une stabilisation en Reynolds pour les e´le´ments
de Taylor-Hood. On pourrait alors les utiliser a` plus haut Reynolds et avoir une meilleure
pre´cision spatiale qu’avec les e´le´ments P1-P1. Le champ d’application des sensibilite´s serait
e´largi si on disposait d’une stabilisation approprie´e pour des calculs a` plus hauts Reynolds.
La me´thode pourrait aussi eˆtre facilement transpose´e de 2 dimensions en 3 dimensions.
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D’un point de vue plus pratique, des me´thodes de de´formation de maillage plus per-
formantes permettraient d’e´largir le champ d’application de la me´thode. On pourrait aussi
ajouter des conditions de frottement (par exemple des conditions de Navier) pour une si-
mulation plus re´aliste du mouvement de la surface libre sur une paroi solide. Ajoute´e a` des
conditions de tangence du pseudo-solide sur des surfaces courbes, cette ame´lioration per-
mettrait de simuler l’interaction entre des objets, flottants ou non, de forme complexe avec
la surface libre. Ceci permettrait de simuler des digues flottantes. Enfin, dans le cadre de la
simulation de la houle, des couches absorbantes au bout du bassin permettraient de limiter la
re´flexion de la houle contre la paroi et donc de mieux simuler un milieu infini. On disposerait
ainsi d’un outil permettant de simuler un plus large spectre d’application.
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